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En este trabajo, una expresión analítica de la presión fotoacústica (PA) generada por objetos 
esféricamente simétricos con una densidad de energía por unidad de tiempo efectiva, se obtuvo 
utilizando la fórmula de Kirchhoff, como solución de la ecuación de onda PA.  Suponiendo que el 
mecanismo dominante en tejidos biológicos es el de expansión termolelástica y, que las células de 
melanoma poseen una simetría esférica, se utilizó la expresión analítica encontrada para estudiar el 
comportamiento de la presión PA  generada por células de melanoma in vitro en el régimen diluido.  Se 
estudiaron los casos de una, dos y una monocapa de células.  Finalmente se compararon los resultados 
analíticos con resultados experimentales previamente obtenidos, [1, 2].  Se encuentra que existe una 
buena concordancia cualitativa entre teoría y experimento. 
 

I.  INTRODUCCIÓN 

La técnica fotoacústica (PA, de PhotoAcoustic) tiene como fundamento físico al efecto PA.  Éste se 

refiere a la generación de una onda acústica debido a la absorción de fotones.  La generación de una 

señal PA es el resultado de los efectos causados por el incremento de temperatura, que se siguen 

después de iluminar un objeto.  En el dominio temporal se han reportado al menos seis mecanismos de 

generación del efecto PA, [3].  Dependiendo de las características de absorción óptica de las muestras y 

de la potencia del láser, la onda PA es generada por medio de uno, o una combinación de estos 

mecanismos. 



Cuando un haz de luz pulsado, irradia un medio absorbente, se produce un aumento de 

temperatura en la región iluminada, el cual es generado por decaimientos no radiativos.  Este 

incremento de temperatura se relaja, desde la zona iluminada hacia los alrededores, ya sea por medio de 

una expansión termoelástica o por difusión de temperatura.  La expansión termoelástica en la zona 

iluminada origina una presión que se propagara desde ésta zona a través del medio, [3]. Para que el 

mecanismo de expansión termoelástica sea el dominante respecto a la difusión de temperatura, se 

deben cumplir dos requerimientos, a saber: 

• Que la duración del pulso láser sea menor al tiempo de difusión térmica.  Al cumplirse este 

requerimiento, la temperatura viajará una distancia menor a la distancia característica de 

difusión, asegurando que la onda acústica generada proviene de la región irradiada.  Suponiendo 

un objeto ópticamente absorbente de tamaño característico a , el tiempo de difusión térmica 

estará dado por ,4/2 Datth =  donde D  es la difusividad térmica (para el agua 

s/m1044.1 27−×=D ).  Como la escala de los objetos que se desean detectar son del orden de mm, 

esto da un tiempo de relajación del orden deµs .  Cuando el tiempo del pulso láser es menor que 

el tiempo de difusión, se dice que el sistema está en el régimen de confinamiento térmico. 

• El segundo requerimiento necesario es que la duración del pulso láser sea menor al tiempo en 

que la expansión viaja a través de la región iluminada.  De esta manera cuando el siguiente 

pulso incida sobre el objeto absorbente, éste ya habrá regresado a su estado de equilibrio.  Este 

tiempo de relajación está dado por ,/ catac =  dondec  es la velocidad del sonido en el medio.  

Suponiendo el caso de un objeto ópticamente absorbente inmerso en agua ( mm5.1≈c / µs), con 

dimensiones características del orden de mm, el tiempo de relajación será del orden de µs.  En 

este caso se estaría en el régimen de confinamiento de expansión (estrés). 

 

En las últimas décadas, el uso de láseres con periodos de iluminación del orden de 



nanosegundos o menores, para generar el efecto PA ha sido una práctica común, por lo que los 

requerimientos antes mencionados quedan garantizados. 

En líquidos no viscosos solo existen ondas longitudinales, por lo que se pueden modelar como 

fluidos ideales [4].  Se ha demostrado experimentalmente que la densidad de energía por unidad de 

tiempo, ),( t,rH r  que genera el efecto PA en tejido suave , produce ondas longitudinales y transversales, 

sin embargo, las velocidades de propagación de las primeras son tres órdenes de magnitud mayores que 

las transversales, [3,6], por lo que se le puede modelar como un fluido ideal.  Además, dado que se está 

en el régimen de confinamiento térmico, la conducción de calor se puede despreciar, matemáticamente 

esta aproximación se expresa por 
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Donde κ  es la conductividad térmica del fluido y ∇
r

 es el operador nabla.  También se supone que las 

variaciones de presión y densidad son pequeñas respecto a los valores ambientales, y que la velocidad 

de las partículas perturbadas en el tejido son mucho menores que la velocidad del sonido.  Esta 

suposición lleva a que tanto el momento y masa sean lineales, por lo que las ecuaciones de 

conservación de masa, momento y energía puedan ser utilizadas como punto de partida, las cuales están 

dadas por [7, 8]; 
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Donde ,ρ  ,vr  ,p  ,T  y s  son la densidad de masa, el vector velocidad de las partículas, la presión, la 

temperatura, y la entropía por unidad de masa, respectivamente.  Las fluctuaciones son debidas a la 

onda acústica, y el subíndice 0  indica las magnitudes ambientales.  Generalmente el incremento de T  

va acompañado por cambios locales en ρ  y ,p  de acuerdo a la relación termodinámica, [6]; 

)(0 TpKT βρρ −=  (5) 

 

donde TK  es la compresibilidad isotérmica, y β  es el coeficiente volumétrico de expansión térmica. 

Combinando las Ecs. (2)-(5) se obtiene un conjunto de ecuaciones en derivadas parciales 

acopladas para la temperatura y presión, a saber. 
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donde pC  es la capacidad calorífica específica.  En para obtener las Ecs. (6) y (7) se ha supuesto que  

Tp KC y,, β  son independientes del tiempo. 

Tomando en cuenta la Ec. (1), se llega a que la ecuación de onda PA para un medio homogéneo 

está dada por; 
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Donde ,/2
ps Cc β≡Γ  es la constante adimensional de Grüneisen. 



Tomando en cuenta la relación entre la presión y el potencial velocidad, ),,( trrϕ  [9], 
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la ecuación de onda inhomogénea se puede escribir como, 

).,(),(22
2

2

trHtrc
t s

rr

ρ
ϕ Γ−=







∇−

∂
∂

 (10) 

 

Al contrario de lo que ocurre en la fotoacústica en el domino de frecuencias, la forma funcional 

de )( t,rH r  que absorbe la muestra y que es la responsable de la generación del efecto PA, en el 

dominio temporal ha sido modelada de diferentes maneras y para diferentes geometrías.  Para el caso 

de geometrías esférica y cilíndrica, la absorción puntual tipo Lambert-Beer ha sido utilizada en 

muestras del orden de micrómetros [10, 11], sin embargo, dada la complejidad de la ecuación de onda 

su solución solo se puede obtener de manera numérica. 

En este trabajo, desde el punto de vista óptico, se supuso que las células conformaban un 

sistema de objetos absorbentes inmersos en un medio no absorbente, simulando a la densidad de 

energía por unidad de tiempo, absorbida por las células, mediante un modelo efectivo tipo Lambert-

Beer, para objetos simétricamente esféricos.  Los pulsos cortos se modelaron suponiendo que la 

perturbación tiene una duración infinitesimal dada por una función delta de Dirac en el tiempo.  Desde 

el punto de vista mecánico, se supuso que el efecto PA generado en las células era a través del 

mecanismo de expansión termoelástica, por lo que la presión PA generada se gobierna por la Ec. (8).  

La solución para esta ecuación se obtuvo utilizando el principio de Duhammel [7, 9, 12- 14] en la Ec. 

(10), el cual consiste en pasar la ecuación de onda inhomogénea a una ecuación de onda homogénea 

con valores iniciales dados por el término de inhomogeneidad espacial.  La solución se represento por 

en términos de la integral de Kirchhoff la cual, con las aproximaciones propuestas y la Ec. (9), permitió 



obtener una expresión analítica de la presión PA.  Finalmente, se realizó una comparación cualitativa de 

los resultados obtenidos teóricamente con los resultados experimentales reportados para la detección de 

células de melanoma in vitro [2]. 

 

II.  ESTUDIO TEÓRICO 

A. Densidad de Energía por Unidad de Tiempo 

Supóngase que se tiene un sistema de n  células, cada una con el mismo coeficiente de absorción sα , 

suspendidas en un medio ópticamente no absorbente con coeficiente de absorción fα , ( sf αα << ).  

Tanto las células como el medio se suponen homogéneos, isotrópicos y lineales.  Dado que las 

dimensiones espaciales de las células son del orden de µm20 , se puede suponer que tienen forma 

esférica de radio R  centrada en el punto 'kr
r , y suponiendo que la luz incide sobre ellas en la dirección 

z . 

La forma funcional de )( t,rH r  se obtuvo primero para una célula, con la ayuda de la Figura 1, 

donde se le representa esquemáticamente en la posición 'rr , y luego se generalizo a n.  Se )(rQ r  la 

fluencia (energía por unidad de área) que emite el láser pulsado, entonces la energía que incide sobre 

un elemento diferencial de área de la célula, ,da  en la posición 0r
r , está dada por 
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Donde R , 0θ  y 0φ  son el radio de la célula y las coordenadas angulares de 0r
r , respectivamente.  Se 

supone que la energía que emerge de la célula en el punto 1r
r , está determinada por la ley de Lambert-

Beer, [10], 
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Con ayuda de la Figura 1 se puede demostrar que .coscos2 0001 θθ DRrr ==− rr
, entonces la Ec. 

(12) va a 
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donde D  es el diámetro de la célula. 

 

(a)  (b) 

Figura 1. Geometría esférica de la célula. 
 

De la Ecs. (11) y (13) se ve que la energía que absorbe la célula a lo largo del camino óptico de 

sección transversal da, está dada por 
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Integrando la Ec. (14) sobre el hemisferio de la célula donde incide la radiación, se encuentra que 
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Nuevamente, dadas las dimensiones de las células, y considerando que las de la celda PA son 

del orden de milímetros, se pude suponer que la energía que absorbió la célula, Ec. (15), está 

concentrada en un punto.  Se define la densidad de energía puntual como 

)'()()'( rrDErrh A
rrrr −=− δ  (16) 

 

donde )'( rr rr −δ  es la función delta de Dirac espacial.  Al multiplicar la Ec. (16) por la función, ),(tf  

que describe la razón temporal de deposición de energía, se obtiene la densidad de energía puntual por 

unidad de tiempo.  Si hay n  células localizadas en kr
r , ,,,2,1 nk L=  entonces la densidad de energía 

de la configuración de células está dada por 
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Por último, experimentalmente se puede lograr que el perfil espacial del haz sea constante, en 

este caso 00)( QrQ =r
, [8], con esta suposición, la Ec. (15) va a 
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B. Solución a la Ecuación de Onda Fotoacústica 

Un pulso corto se modela suponiendo que )()( ttf δ= .  La absorción de toda la densidad de energía en 

un tiempo infinitesimal alrededor de 0=t , genera una presión inicial definida en todo el espacio dada 

por 
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De la Ec. (9) se ve que 
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Las consideraciones anteriores son consistentes con las condiciones iniciales impuestas por el principio 

de Duhamel [8, 9, 13, 14].  Aplicándolo a la Ec. (10), se obtiene  el siguiente problema de valores 

iniciales 
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Suponiendo que ),( trrϕ  es lo suficientemente lisa, la solución a la Ec. (19) puede representarse por la  

fórmula de Kirchhoff, [8, 10, 14]; 
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Sustituyendo las condiciones iniciales, Ec. (20), en la Ec. (21) se tiene 
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De la Ec. (9), se obtiene la expresión para la presión producida por un impulso de duración 

)(tδ , está dada por 
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III.  RESULTADOS 

Dado que rr  es la posición donde se realiza la medición, se elige a ésta como el origen.  Sustituyendo la 

Ec. (17) en la Ec. (22), se tiene 
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Poniendo la función delta de Dirac en coordenadas esféricas, 
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La presión generada por un pulso de duración finita es igual a la señal de entrada (perfil 

temporal del pulso láser) en convolución con la respuesta al impulso, ).,( trp
r

δ   Para un haz pulsado de 

perfil temporal Gaussiano de ancho en e/1  igual a pt , la presión está dada por [15], 
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Figura 2. Representación esquemática de la celda PA utilizada para detectar células de melanoma in 
vitro [2]. 
 

Sustituyendo la Ec. (23) en la ecuación anterior se tiene 
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Integrando por partes se encuentra que la presión normalizada, generada por un pulso de 

duración finita, es 
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donde .4/ 3
00 scEp πΓ=  



En la Figura 2 se muestra una representación esquemática de la celda PA previamente utilizada 

para detectar células de melanoma in vitro, [2]; las condiciones experimentales están descritas en el 

mismo artículo, y son satisfechas por el modelo aquí propuesto. 

En las siguientes sub-secciones se supondrá que el coeficiente de absorción de las células es de 

200 cm-1, su diámetro de 15 µm y que la velocidad del sonido es 1.5 mm/µs.  En todos los casos se 

calculó la señal PA normalizada, obtenida a partir de la Ec. (24). 

 

 

Figura 3. Comparación entre las señales PAS generada por una célula. La línea negra corresponde al 
caso en el que la célula está sobre el eje de la celda PA, mientras que la línea roja es cuando se localiza 
a 0.485 µm del eje en el mismo plano. 
 

A. Señal fotoacústica para una célula 

En la Figura 3, se muestra la señal PA en función del tiempo para el caso de una sola célula en dos 

posiciones diferentes.  La primera posición fue en el eje de la celda PA, mientras que la segunda estuvo 

a 485 µm del eje, ambas en el mismo plano z = 2 mm.  La señal PA de la célula más alejada se 

desplazó con respecto a la de la otra, debido a que la distancia entre la fuente PA y el sensor se 

incremento, y por ello su amplitud decreció.  Como se puede observar en ambas posiciones, el 



comportamiento de las señales PA corresponden al de una muestra esférica [16, 17], aun cuando se 

supuso una densidad de energía efectiva localizada en un punto. 

 

B. Señal PA para dos células 

En la Figura 4, las amplitudes PA en función del tiempo, producidas por dos células en dos 

configuraciones diferentes, son mostradas.  La línea continua negra representa la amplitud PA de las 

dos células juntas en una posición en la que sus centros estaban a 7.5 µm del eje de la celda PA, en z = 

2 mm.  La línea discontinua verde corresponde a la señal PA producida por una célula colocada sobre 

el eje en el mismo plano que las dos células anteriores.  Como se puede observar la amplitud PA de una 

sola célula es la mitad de la obtenida para dos células juntas. Lo anterior se debe a la interferencia 

constructiva de las señales independientes de las dos células.  La línea discontinua roja es la señal PA 

producida por dos células, una de ellas colocada con su centro sobre el eje de la celda PA y la otra 

alejada 485 µm, ambas en z = 2 mm.  En este caso se puede observar que hubo interferencia destructiva 

ya que la amplitud, si bien es mayor a la de una célula, es menor a la de dos células juntas.  Un aspecto 

que se debe remarcar es el hecho de que la interferencia destructiva origina un ensanchamiento del 

intervalo temporal que hay entre el máximo y mínimo de la señal PA. 

 

 
Figura 4. Amplitud PA producida por dos células en dos configuraciones diferentes.  También se 
muestra la curva obtenida para una célula en el centro del eje de la celda PA. 



En la subsección A, se demostró que la amplitud de la señal PA decae conforme la célula se 

aleja del sensor, en esta subsección se encontró que la señal PA también decae por la interferencia 

destructiva.  El parámetro que determinará si la señal PA se debe a una fuente alejada o a la 

interferencia de dos o más fuentes pequeñas es el ensanchamiento de la señal PA resultante. 

 

C. Monocapa de células 

Para calcular la presión PA generada por una monocapa de células, se supuso un arreglo hexagonal 

(figura 5.a) para maximizar la cantidad de éstas en la zona de iluminación.  Como se puede observar la 

esfera negra está rodeada por un anillo de 6; este anillo se encuentra rodeado por 12, el siguiente será 

conformado por 18, y así sucesivamente.  De lo anterior se deduce que el i-ésimo anillo estará 

compuesto de 6i esferas, y el número total de células del arreglo será 
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donde N es el total de anillos que se pueden colocar dentro de la zona irradiada. 

En la Figuras 5.b y 5.c, se muestra la geometría utilizada para calcular la distancia que hay entre 

cada una de las células y el sensor.  El arreglo se puede dividir en 6 triángulos equiláteros de lados 

igual a (N-1) D y altura dada por 
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donde n es el número de células que hay desde el centro del arreglo hasta el anillo que se desea 

observar.  De la Ec. (25) y las Figuras 5 se obtiene que la distancia desde el origen hasta la k-ésima 

células está dada por, 

 



(a) (b) (c) 
Figura 5. (a) Arreglo hexagonal de las células, la negra muestra el centro. (b) Sección triangular del 
arreglo. (c) Diagrama que muestra las distancias desde el centro de la  y el detector a cada célula. 
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Finalmente, si z es la posición de todas las células que están en la monocapa, entonces la distancia 

desde el detector hasta la k-ésima célula es   
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Al sustituir la Ec. (27) en la Ec. (24), se obtiene la presión PA que produce la k-ésima célula; 
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En la Figura 6.a, se muestra la presión PA generada por un arreglo hexagonal de 3367 células.  

Comparando ésta presión con la producida por una célula, Figura 3, se puede observar que, debido a la 



interferencia que ocurre al sumar las presiones PA de cada una de las células, la amplitud PA solo se 

incrementó del orden de 300 veces, y no 3367.  En la Figura 6.b, se graficaron las presiones PA 

divididas por su valor máximo para: una célula sobre el eje (línea verde), dos células separadas (línea 

roja) y el arreglo hexagonal (línea negra).  Como se puede observar, el intervalo temporal entre el 

máximo y mínimo de la presión vario debido a la interferencia, sin embargo se observa que hay más 

interferencia destructiva para las dos células que para el arreglo, esto se debe a la distancia de 

separación que hay entre ellas.  En el arreglo hexagonal las células se simularon una junto a la otra, 

mientras que las otras dos estuvieron 485 micrómetros. 

 

a)  b)  

Figura 6. a) Presión PA generada por el arreglo hexagonal. b) Comparación entre las señales PA 
obtenidas de las diferentes configuraciones de células estudiadas. 
 

IV.  CONCLUSIONES 

Suponiendo una densidad de energía por unidad de tiempo efectiva tipo Lambert-Beer para las células 

de melanoma simétricamente esféricas, se obtuvo una expresión analítica de la presión PA.  Esta 

presión permitió simular cinco configuraciones diferentes de células.  De las simulaciones realizadas se 

observó que cualitativamente las curvas tienen la forma de las señales PA medidas para células 

previamente reportadas.  Y aunque la forma no cambia al incrementar la cantidad de absorbentes 

iluminados, la amplitud si es afectada.  Se comprobó, al comparar las amplitudes PA obtenidas para 



cada configuración, que para bajas concentraciones la interferencia destructiva afecta menos a la señal 

detectada, en comparación para arreglos con empaquetamiento máximo.  Lo mismo ocurre para el 

intervalo temporal entre máximo y mínimo de las señales PA. 
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