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CALCULO DIFERENCIAL EN CAMPOS
ESCALARES Y VECTORIALES

8.1 Funciones de R" en R™. Campos escalares y vectoriales

La parte 1 de este volumen se dedica principalmente a las transformaciones
lineales

T:-V—->W

de un espacio lineal V en otro espacio lineal W. En la parte 2 prescindimos de
que T sea lineal pero restringimos los espacios V y W a ser de dimensién finita.
Concretamente, consideramos funciones con el dominio en el espacio n-dimensio-
nal R™ y con el recorrido en el espacio m-dimensional R™,

Cuando los dos niimeros m y n son iguales a 1, una tal funcién se llama
funcién real de una variable real. Cuando n = 1 y m > 1 se llama funcién vec-
torial de una variable real. En el Volumen I se estudiaron ampliamente ejemplos
de tales funciones.

En este capitulo suponemos # > 1 y m = 1. Cuando m = 1 la funcién se
llama funcién real de una variable vectorial o, mas brevemente, un campo escalar.
Cuando m > 1 se llama funcién vectorial de una variable vectorial, o simple-
mente campo vectorial,

Este capitulo extiende los conceptos de limite, continuidad y derivada, a
los campos escalares y vectoriales. Los Capitulos 10 y 11 extlenden el concepto
de integral.

Notacion: Los escalares se designardn con tipo de letra corriente, y los vec-
~ tores con tipo de letra negrita. Si f es un campo escalar definido en un punto
X = (x;,...,%,) en R", la notacién f(x) y f(x,, ..., x,) se usan indistintamente
para designar el valor de f en un cierto punto. Si fes un campo vectorial pone-
mos f(x) o f(x,, ... ,x.) para el valor de la funcién en x. Utilizaremos el producto
interior '

297
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n
Xy =2 XY
k=1

y la correspondiente norma {x|| = (x - x)'%, donde x =(x,, . . ..xa) e¥y=(y1, . . Yn)-
Los puntos de R? ordinariamente se indican por (x, y) en lugar de (x,, x.); y los
de R3 por (x, y, z) en lugar de (x,, x., X3).

Los campos escalares y vectoriales definidos en subconjunto de R2 y R3 se
presentan con frecuencia en las aplicaciones de la Matemadtica a las Ciencias natu-
rales y a la Ingenieria. Por ejemplo, si a cada punto x de la atmésfera le asigna-
mos un niumero real f(x) que represente la temperatura en x, la funcién f asi
definida es un campo escalar. Si asignamos un vector que represente la velocidad
del viento en aquel punto, obtenemos un ejemplo de campo vectorial.

En problemas de Fisica que tratan con campos escalares o vectoriales es
importante saber cémo varia el campo al pasar de un punto a otro. En el caso
uni-dimensional la derivada es el instrumento matematico utilizado para estudiar
tales cambios. La teoria de la derivada en el caso uni-dimensional maneja fun-
ciones definidas en intervalos abiertos. Para extender la teoria a R” consideramos
gencralizaciones de intervalos abiertos llamados conjuntos abiertos.

8.2 Bolas abiertas y conjuntos abiertos

Sean @ un punto dado en R" y r un ndmero positivo dado. El conjunto de
todos los puntos x de R tales que

Ilx —a| <r

se llama n-bola abierta de radio r y centro a. Designamos este conjunto con B(a;r).

La bola B(a;r) estd v nstituida por los puntos cuya distancia a @ es menot
que r. En R! es simplemente un intervalo abierto con punto medio en a. En R?
es un disco circular, y en R? es un sdlido esférico con centro en a y radio r.

DEFINICION DE PUNTO INTERIOR. Sea S un subconjunto de R", y suponga-
mos que a€ S. Se dice que a es punto interior de S si existe una n-bola abierta
con centro en a, cuyos puntos pertenecen todos a S.

Es decir, todo punto a interior de S puede rodearse por una n-bola B(a) tal
que B(a)<S. El conjunto de todos los puntos interiores de S se llaman el interior

de S y se designa con in S. Un conjunto abierto que contenga un punto a se llama
a veces entorno de a.

DEFINICION DE CONJUNTO ABIERTO. Un conjunto S de R" se llama abierto
si todos sus puntos son interiores. Es decir, S es abierto si y sélo si S = int S.
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EJEMPLQS. En R! el tipo mds sencillo de conjunto abierto es un intervalo
abierto. La reunién de dos o més intervalos abiertos es también abierto. Un inter-
valo cerrado [a, b] no es un conjunto abierto porque ninguno de los extremos
del intervalo puede encerrarse en una 1-bola situada enteramente en el intervalo
dado.

La 2-bola S = B(O;1) dibujada en la figura 8.1 es un ejemplo de conjunto
abierto en R2. Todo punto @ de S es el centro de un disco situado por entero
en S, Para algunos puntos el radio de este disco es muy pequedo.

Algunos conjuntos abiertos en R? pueden construirse tomando el producto
cartesiano de conjuntos abiertos en R'. Si A, y A, son subconjuntos de R, su
producto cartesiano A, X A, es el conjunfo definido en R? por

Ay X Ay = {(ar, @) a1 €4, and a,€ A,}.
En la figura 8.2 se ha dibujado un ejemplo. Los conjuntos A, y A, son interva-
los, y A; X A; es un rectangulo.
Si A, y A, son subconjuntos abiertos de R!, entonces A, X A, serd un sub-

conjunto abierto de R?. Para probar esto, elijamos un punto cualquiera @ = (a,, a,)

r 1} 4, X4,

X

disce circular A,

Ficura 8.1 E! disco B(O; 1) es un conjun- FIGURA 8.2 El producto cartesiano de dos
to abierto en R* intervalos abiertos es un rectdngulo abierto.

en A, X A,. Tenemos que demostrar que @ es un punto interior de A, X A,.
Puesto que A, y A, son abiertos en R! existe una 1-bola B(a,; r;) en A, y una
1-bola B(a,; r.) en A,. Sea r = mind ry, r,}. Podemos facilmente demostrar que
la 2-bola (B (a;r) € A, X A,. En efecto, si x = (x,, x,) es un punto cualquiera
de B(a; r) entonces |x —a <r, asi que |x, —a] <r vy |2 — a.] < r,. Luego
x1 € Bla;; r) y x, € B(a; ;). Por consiguiente x; € A, y x, € Az, asf que (¥, x.)
€ A, X A,. Esto demuestra que todo punto de Ba; r) estd en A, X A,. Por lo
tanto todo punto de A, X A, es un punto interior, asi que A; X A, es abierto.

El lector deberia comprobar que un subconjunto abierto de R! ya no es un
con]:unto abierto cuando se considera como subconjunto de R2, porque un sub-
conjunto de R! no puede contener una 2-bola.



300 Calculo diferencial en campos escalares y vectoriales

DEFINICIONES DE EXTERIOR Y FRONTERA. Un punto x se llama exterior al
conjunto S de R» si existe una n-bola B(x) que no contiene puntos de S. El con-
junto de todos los puntos de R* exteriores a S se llamag el exterior de S y se de-
signa con ext S. Un punto que no es interior ni exterior a S se llama punto fron-
tera de S. El conjunto de todos los puntos frontera de S es la frontera de S y se
designa con 08S.

Estos conceptos se representan en la figura 8.1. El exterior de S es el con-
junto de todos los x tales que |x|| > 1. La frontera de S la constituyen todos

los x con ||x|| = 1.

8.3 Ejercicios

1. Sean f un campo escalar definido en un conjunto S y ¢ un niimero real dado. El con-
junto de todos los puntos x de S tales que f(x)= ¢ se llama conjunto de nivel de f{.
(En un capitulo posterior se discutiran problemas geométricos y fisicos en los que se pre-
sentan conjuntos de nivel.) Para cada uno de los campos escalares siguientes, S es todo
el espacio R". Hacer un dibujo para describir los conjuntos de nivel correspondientes a

los valores dados de c.
a) flx,y) = x* + 2, c=0,1,4,9.
b) flx, y) = %, c=e2 e 1,e, e €.
¢) f(x,) =cos (x + y), c=-1,0,43/2,1.
d) flx,y,2) =x+y + 2z, c=-1,0,1.
e) flx,v,2) = x% + 2% + 322, c=0,6,12.
f) flx, vy, z) =sen(x® 4+ + %), c=—1, -1, 0,%\/5, 1.
2. En cada uno de los casos siguientes, sea S el conjunto de todos los puntos (x,y) del

plano que satisfacen las desigualdades dadas. Hacer un grifico mostrando el conjunto S
y explicar, geométricamente, si S es o no abierto. Indicar la frontera de S en el gréfico.

a) x* +y? <1. h)y 1<x<2 y 3<y<a4.

b) 3x% + 2y% < 6. ) 1<x<2 vy y>0.

) Ixf <1 y Iyl <1. D x=2y.

dx=20y y>0. K) x >y.

e) [x] <1 ¥y [yl <1. D y>x y x| <2.

f) x>0y y<O0. m) (x* + )% — )[4 — x2 — ¥ > 0.
g xy <l1. n 2x —x* — yH(x® + y* —x) > 0.

3. En cada uno de los siguientes casos, sea S el conjunto de todos los puntos (x,y,z), en
el espacio tri-dimensional, que satisfacen las desigualdades dadas y determinar si §
es 0 no abierto.

a) 22 —x2—yt—1>0.

b) Ix] <1,y <1, y lz] <1.

Q) x+y+z<1.

d x| <1,y <1, vy |zl <1.

e x+y+z<1 y x>0,y>0,z>0,

f) x® +4y% + 422 — 2x + 16y + 40z + 113 < 0.
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4, a) Si A es un conjunto abiertc en un espacio de dimensién n y si x'€ A, demostrar
que el conjunto A —{x}, obtenido suprimiendo de A el punto x, es abierto.
b) Si A es un intervalo abierto en la recta real y B un subintervalo de A cerrado, de-
mostrar que A — B es abierto. (¥)
¢) Si A y B son intervalos abiertos en la recta real, demostrar que 4 " By A U B son
abiertos.
d) Si A es un intervalo cerrado en la recta real, demostrar que su complemento (res-
pecto a la recta real completa) es abierto.

5. Demostrar las siguientes propiedades de los conjuntos abiertos en R":
a) El conjunto vacio & es abierto.
b) R* es abierto.
c) La rennién de una coleccién cualquiera de conjuntos abiertos es un conjunto abierto.
d) la interseccién de una coleccién finita de conjuntos abiertos es un conjunto abierto.
e) Dar un ejemplo para demostrar que la interseccién de una coleccién infinita de con-
juntos abiertos no es necesariamente abierta,

Conjuntos cerrados. Un conjunto S en R* se llama cerrado si su complemento
R* — S es abierto. Los tres ejercicios siguientes se refieren a las propiedades de los

conjuntcs cerrados.

6. En cada uno de los siguientes casos, sea S el conjunto de todos los puntos (x,y) de R?
que satisfacen las condiciones dadas. Hacer un grifico mostrando el conjunto S y dar
una razén geométrica para explicar si S es abierto, cerrado, cerrado y abierto a la vez,
o ni cerrado ni abierto.

a) x? + y* > 0. g1sx<2,3<y<4.
b) x? + y% <0, hy1<x<2,3<y<4.
¢) x* +)2 < 1. i) y=x2

d) 1 <x®+y*<2. Doy =Xt

e) 1 <x24y*<2. k) y >2x® ylx| <2.
f) 1 <x*+y*<2. D y>x>y x| £2.

7. a) Si A es un conjunto cerrado en el espacio n-dimensional y x es un punto no perte-
neciente a A, demostrar que 4 U {x} es también cerrado.
b) Demostrar que un intervalo cerrado [a, b] en la recta real es un conjunto cerrado.
c) Si A y B son intervalos cerrados en la recta real, demostrar que A " By A U B son
cerrados.

8. Demostrar las propiedades siguientes de los conjuntos cerrados de R*. Pueden utilizarse
los resultados del ejercicio 5.
a) El conjunto vacio & es cerrado.
b) R* es cerrado.
¢) La interseccion de una coleccién cualquiera de conjuntos cerrados es cerrada.
d) La reunién de un nimero finito de conjuntos cerrados es cerrada.
e) Dar un ejemplo para probar que la reunién de una coleccién infinita de conjuntos
cerrados no es necesariamente cerrada.

9. Sea S un subconjunto de R*.
a) Demostrar que intS y extS son ambos conjuntos abiertos.
b) Demostrar que R* = (int S) U (ext S} U 8S, es una reunién de conjuntos disjuntos,
y utilizar esto para deducir que la frontera 3§ siempre es un conjunto cerrado.

(*) Si Ay B son dos conjuntos, la diferencia A — B (llamada complemento de B res-
pecto de A) es el conjunto de todos los elementos de A que no pertenecen a B.
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10. Dado un conjunto S de R* y un punto x con la propiedad de que toda bola B(x) con-
tiene puntos interiores y exteriores a S simultdneamente. Demostrar que x es un punto
frontera de S. /Es cierta la proposicién inversa? Esto es, (todo punto frontera de S
tiene necesariamente esta propiedad?

11, Sea S un subconjunto de R*. Demostrar que ext S = int (R* — S).

12, Demostrar que un conjunto S de R" es cerrado si y sélo si § = (int.S) v aS.

8.4 Limites y continuidad

Los conceptos de limite y continuidad se pueden extender con facilidad a
los campos escalares y vectoriales. Formularemos las definiciones para campos vec-
toriales; las mismas se extienden a los campos escalares.

Consideremos una funcién f: § — R™, donde S es un subconjunto de R Si
acR” y pecR™ escribimos

(8.1) iin}]f(x) =b (0, f{(x)>b cuando x — a)
para significar que
(8.2) i Lfx) — bl = 0.

El simbolo de limite de la igualdad (8.2) es el limite corriente del Célculo ele-
mental. En esta definicién no se exige que f esté definida en el mismo punto a.
Si escribimos A = x — a , la igualdad (8.2) se convierte en

lim | f(a + k) — bj = 0.

lihjj—0

Para los puntos de R? escribimos (x, y) para x y (a, b) para a y expresamos la
relacién de Iimite (8.1) como sigue:

lim  f(x,y)=5.

(xyy)—'(ﬂ,b)

Para los puntos de R® ponemos x = (x, y,z) ¥ a = (a, b, ¢) ¥ escribimos

lim  f(x,y,2) =5.

(x,¥,2) > (a,b,¢)

Una funcién f se llama continua en a si f est4 definida en a y si
lim £(x) = f(a).

Decimos que f es continua en un conjunto S si f es continua en cada punto de S.
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Puesto que esas definiciones son extensiones directas del caso uni-dimensio-
nal, no debe sorprender que muchas de las propiedades de los limites y de la
continuidad pueden también extenderse. Por ejemplo, los teoremas relativos a
los limites y a la continuidad de sumas, productos y cocientes son también cier-
tos para campos escalares. Para campos vectoriales, los cocientes no estan defi-
nidos pero tenemos el teorema siguiente relativo a sumas, multiplicacién por es-
calares, productos interiores y normas.

TEOREMA 8.1. Si lim f(x) =5 y lim g(x) = ¢}, tenemos también:
. r*—a —a

a) lim [f(x) +g(x)] =5 +c.
b) lim AM(x) = Ab  para todo escalar A.
) lim flx)-g(x)=54"c.
d) 31_1}‘} I = 8]
Demostracién. S6lo vamos a demostrar las partes ¢) y d); las demostracio-

nes de a) y b) se dejan como ejercicios para el lector.
Para demostrar ¢) escribimos

f(x) - g(x) —b-ec=[fx) — b] [g(x) —c] + b [g(x) — c] + ¢ [f(x) — &].

Apliquemos ahora la desigualdad triangular y la desigualdad de Cauchy-Schwarz
obteniendo

0 < [Ifx)-gtx) — b-ell < [Ifix) — bl lg(x) — cll + 18]l llg(x) — el + llel [fix) — &l

Puesto que ||f(x) — 8] >0 y ilg(x) — ¢| — 0 cuando x — a, esto prueba que
|f(x) - g(x) — b-c|| - 0 cuando x — a, lo cual demuestra c).
Tomando f(x) = g(x) en el apartado ¢) encontramos

lim | f(x)|* = [18]°,

de la que obtenemos d).

EJEMPLO 1. Continuidad y componentes de un campo vectorial. Si un cam-
po vectorial f tiene los valores en R™, cada uno de los valores f(x) tiene m com-
ponentes y podemos escribir

J@x) = (fi(x), ..., fu(x)).
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Los m campos escalares f,, . . . .f. se llaman componentes del campo vectorial f.
Demostraremos que f es continuo en un punto si, y sélo si, cada componente fx
es continuo en dicho punto.

Designemos con e, el k-ésimo vector coordenado unidad (todos los compo-
nentes de e, son O excepto el k-ésimo, que es igual a 1). Entonces f(x) viene
dado por el producto interior

fu(x) =f(x) - ;.

Por consiguiente, el apartado c) del teorema 8.1 demuestra que cada punto de
continuidad de f£ lo es también de fr. Ademads, puesto que tenemos

fx) = glfk(x)ek,

la aplicacién reiterada de los apartados a) y b) del teorema 8.1 demuestra que
un punto de continuidad de todos los m componentes f,, ... ,f. es también punto
de continuidad de f.

EJEMPLO 2. Continuidad de la funcién identidad. La funcién identidad,
S(x) = x, es continua en todo R™ Por tanto sus componentes también son con-
tinuos en todo R”. Esos son n campos escalares dados por

fl(x) = xl:fz(x) = Xgy e sfn(x)‘ = Xy

EJEMPLO 3. Continuidad de las transformaciones lineales. Sea f: R* — Rm
una transformacién lineal. Demostraremos que f es continua en cada punto a de
R”. En virtud de la linealidad tenemos

fla + B) = fla) + f(h).

Por consiguiente, basta demostrar que f(k) - O cuando A— O . Poniendo 4 en
funcién de sus componentes tenemos h = he; + -+ + h,e,. Usando la linea-
lidad, tenemos f(h) = i, fle)) + -+ + h,fle,). Esto demuestra que f(h)— O
cuando A — O.

EJEMPLO 4. Continuidad de los polinomios de n variables, Un campo es-
calar P definido en R™ por una férmula de la forma
Pi P
P(x) =2 "% Cppge, X1 v Xk
ky=0  kp—0

se llama polinomio de n variables x,, ... ,x,. Un polinomio es continuo en todo
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R” debido a que es una suma finita de productos de campos escalares continuos
en todo R”. Por ejemplo, un polinomio de dos variables x e y, dado por

» q
P(x, y) = zo 2;] €%y’
=0 j=

es continuo en todo punto (x, y) en R2.

EJEMPLO 5. Continuidad de las funciones racionales. Un campo escalar f
dado por f(x) = P(x)/Q(x), donde P y Q son polinomios en los componentes
de x, se llama funcién racional. Tal funcién es continua en cada punto en donde
O(x) # 0.

Pueden construirse otros ejemplos de funciones continuas con la ayuda del

siguiente teorema, que estd relacionado con la continuidad de las funciones com-
puestas.

TEOREMA 8.2. Sean f y g dos funciones tales que la funcién compuesta
feog estd definida en a, siendo

(fog)(x) = flg(®)].

Si g es continua en a y f es continua en g(a), la funcién compuesta fo g es con-
tinua en a.

Demostracion. Sean y = f(x) y b = g(a). Tenemos
fg(®)] — flg(a)] = Ay) — f(B).

Por hipétesis, ¥ — & cuando x — a, asi que tenemos

lim | fig(x)] — flg@] =, ﬁlir“n_,ollf(y) —f®) =0.

l%—a|—0

Por consiguiente lim f[g(x)] = f[g(a)] . asi que fog es continua en a.

EJEMPLO 6. El teorema anterior implica la continuidad de los campos esca-
lares h, cuando h(x, y) estd dada por férmulas tales como

T+ y

sen(x%), log(x*+ )%, ——, log[cos(x®+ y?)].
X+ y
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En estos ejemplos las funciones son continuas en todos los puntos en los que estan
definidas. La primera lo es en todos los puntos del plano y la segunda en todos los
puntos excepto en el origen, La tercera es continua en todos los puntos (x, y) en
los que x + y 7 0, y la cuarta en todos los puntos en los que x* 4+ y* no sea un
mdltiplo impar de /2. [El conjunto de los puntos (x, y) tales que x* + y* =
n=/2,n =1,3,5,...,es una familia de circunferencias con centro en el origen.]
Estos ejemplos demuestran que las discontinuidades de una funcién de dos varia-
bles pueden ser puntos aislados, curvas, o familias de curvas.

EJEMPLO 7. Una funcién de dos variables puede ser continua respecto a
cada variable separadamente y en cambio ser discontinua como funcidén de dos
variables. Esto lo apreciamos en el ejemplo siguiente:

=Xy :
f(ac,y)—xz+y2 si (x, ) #(0,0), f(0,0)=0,

Para los puntos (x, y) del eje x tenemos y = 0 y f(x, y) = f(x, 0) = 0, asi que
la funcién tiene el valor constante O en todo el eje x. Por consiguiente, si pone-
mos y = 0 y consideramos f sélo como funcidn de x, dicha f es continua en x = 0.
Andlogamente, f tiene el valor constante O en todos los puntos del eje y, asi que
si ponemos x = 0 y consideramos f como funcién sdlo de y, f es continua en
y = 0. No obstante, como funcién de las dos variables, f no es continua en el ori-
gen. En efecto, en cada punto de la recta y = x (excepto en el origen) la funcién
tiene el valor constante Y4 ya que f(x, x) = x*/(2x?) =Y%; puesto que existen
puntos en esa recta tan préximos al origen como queramos y ya que f(0, 0) # %%,
la funcidén no es continua en (0, 0).

8.5 Ejercicios

Los ejercicios de esta seccién se refieren a limites y a la continuidad de campos escalares
definidos en subconjuntos del plano.

1. En cada uno de los siguientes ejemplos se define un campo escalar f mediante la ecua-
cién dada para todos los puntos (x,y) del plano definidos por la expresién del segundo
miembro. Determinar en cada ejemplo el conjunto de puntos (x,y) en los que f es

continua.
2
a) f(x, ) = xt 4yt —dxtyr. d) f(x,) = tg x7 .
b) f(x, ) = log (x* + ). ¢) flx,y) = arc tg %
&) f(%,y) = cos x? f) f(x, y) =arc sen————
, V) =- . x,y) = )
n=; | y N
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g) f(x,y) = arctan lx—-'-i;; i) f(x,y) = P
h) f(x, y) = ﬁ D flx,y) = arccos \/x[y.

2. 8i lim f(x,y) =L, y si existen los dos limites uni-dimensionales
(x,u)—la,b)

lim f(x, ) y lim f(x, y)

— y—b
demostrar que

lim [lim f(x, y)] = lim {lim f(x, y)] = L.

x—+a v—*b y—=>b xT—a

Los dos limites de esta igualdad se llaman limites iterados; los ejercicios demuestran
que la existencia del limite bidimensional y de los dos limites unidimensionales, implican
la existencia e igualdad de los dos limites iterados. (El reciproco no siempre es cierto.
En el ejercicio 4 se da un contraejemplo.)

3. Sea f(x,y)=(x—y)/(x+y) si x+y==0. Demostrar que

lim [lim f(x,»)] =1 pero que lim (lim f(x, y)] = —1.

a0 0 y—=>0 a0

Utilizar ese resultado y el del ejercicio 2 para deducir que f(x,y) no tiende a un limite
cuando (x,y) —> (0,0).
4. Sea

2.2 b

Xy
X2 4 (x — p)?

flx,y) = siempre que x%y% + (x — y)® 0.

Demostrar que

lim [lim f(x, )] = lim [lim f(x, y)] = 0

z—0 ¥y—0 y—>0 z—0

pero que f(x,y) no tiende a un limite cuando (x,y) = (0,0). [Indicacidn: Examinar f
sobre la recta y = x.] Este ejemplo demuestra que el reciproco del ejercicio 2 no siem-
pre es cierto.

5. Sea

1
Xsen — si #0,
¥y J

S, p) =
0 si y=0.

Demostrar que f(x, y) = 0 cuando (x,y) — (0,0) pero que

lim [lim f(x, y)] # lim {lim f(x, y)1.

y—=0 xz—0 z—0 y—0
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Explicar por qué esto no contradice el ejercicio 2.

6. Si (x,y) = (0,0), pongamos f(x,y) = (¥* — y°}/(x* + y*}. Hallar el limite de f(x,y) cuan-
do (x,y) —> (0,0) a lo largo de la recta y = mx. {Es posible definir f(0,0) de modo que #
sea continua en (0,0)?

7. Sea f(x,y)=0 si y<0 osi y=x*y sea f(x,y) =1 si 0 <y < x’. Demostrar que
f(x,y) = 0 cuando (x,y) —>(0,0) a lo largo de cualquier recta por el origen. Hallar
una curva que pase por el origen a lo largo de la cual (salvo en el origen) f(x,y) tiene
el valor constante 1. jEs f continua en el origen?

8. Si f(x,y) = [sen (x* + y¥)1/(x* + y*) cuando (x,y) = (0,0) (cémo debe definirse £(0,0)
para que sea f continua en el origen?

9. Sea f un campo escalar continuo en un punto @ interior a un conjunto S de R" Si
f(a) = 0, demostrar que existe una n-bola B(a) en la que f tiene el mismo signo que f(a).

8.6 La derivada de un campo escalar respecto a un vector

Esta seccién introduce las derivadas de campos escalares. En Ja seccidn 8.18
se discuten las derivadas de campos vectoriales.

Sea f un campo escalar definido en un conjunto S de R", y sea a un punto
interior a S. Deseamos estudiar la variacién del campo cuando nos desplazamos
desde @ a un punto préximo. Por ejemplo, supongamos que f(a) es la tempera-
tura en un punto @ en una habitacién con calefaccién y con una ventana abierta.
Si nos movemos hacia la ventana la temperatura decrecerd, pero si nos acercamos
al radiador de la calefaccién aumentara. En general, la variacidn del campo de-
pendera de la direccién en la que nos movamos a partir de a.

Supongamos que se representa esa direccidn mediante otro vector p. Esto
es, supongamos que nos movemos desde a hacia otro punto a + y, siguiendo el
segmento de recta que une a con a + y. Cada punto de este segmento tiene la
forma a + Ay, donde h es un nimero real. En la figura 8.3 se muestra un ejem-
plo. La distancia desde 4 hasta a + Ay es|lay|| = |A| ||y] .

a+ hy

a+ hy

\

Bla:r)

FIGURA 83 El punto a'+ hy esté en la FiGURA 84 EI punto a + hy estd en la
recta paralela a a que pasa por y, n-bola Bla;r) si ||lhy Il <r



La derivada de un campo escalar respecto a un vector 309

Puesto que a es un punto interior de S, existe una n-bola B(a; r) situada en-
teramente en S. Si A se elige de manera que |4| ||y| < r, el segmento desde a
hasta @ + hy estard en S. (Ver figura 8.4) Mantengamos & # 0 pero lo bastante
pequeio para que a + hy € § y construyamos el cociente de diferencias

(8.3) f(a + hy) — f(a) .
h

El numerador de este cociente pone de manifiesto el cambio de la funcién cuando
nos desplazamos desde a a @ + Ay. El cociente se denomina a su vez el prome-
dio de variacidn de | en el segmento de recta que une a con @ + hy. Nos inte-
resa el comportamiento de ese cociente cuando A —>0. Esto nos lleva a la siguiente
definicion.

DEFINICION DE LA DERIVADA DE UN CAMPO ESCALAR RESPECTO A UN VECTOR.
Dado un campo escalar f: SR , donde S < R*. Sean a un punto interior a S
e y un punto arbitrario de R". La derivada de f en a con respecto a y se repre-
senta con el simbolo f'(a;y) y se define

(8.4) f'(a;y) = limf(a + h.;:) — f(a)

h=0

cuando tal limite existe.

EJEMPLO 1. Si y = O, el cociente de diferencias (8.3) ¢s 0 para todo # # 0,
asi que f'(a; O) existe siempre y es igual a 0.

EJEMPLO 2. Derivada de una transformacién lineal. Si f: S — R es lineal,
entonces f(a + hy) = f(a) + Af(y) y el cociente de diferencias (8.3) es igual a
S(y)para todo i 7 0. En este caso, f'(a; y) existe siempre y estd dada por

fa;») =1

para todo @ de S y todo y de R" . Dicho de otro modo, la derivada de una trans-
formacién lineal respecto a y es igual al valor de la funcién en y.

Para estudiar el comportamiento de f sobre la recta que pasaporay a + y
para y # O introducimos la funcidén

g(t) =f(a+1p).

El teorema que sigue relaciona las derivadas g'(¢) y f'(a + ty; ).
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TEOREMA 8.3. Si g(t) =f(a+1y) y si una de las derivadas g(t) o f'(a-+ty; y)
existe, entonces también existe la otra y coinciden,

(8.5) g =rf"(a+w;y).
En particular, cuando t = 0 tenemos g'(0) = f'(a; y).
Demostracién. Formando el cociente de diferencias para g, tenemos

git+h) —g(t) _fla+ty+ hy) —fla+1y)
h h

Haciendo que & > 0 obtenemos (8.5).

| EJEMPLO 3. Calcular f'(a; y) si f(x) = [x]|? para todoc x en R™.

Solucién. Pongamos g(t) = fla+ ) =(a+1ty)-(a+1y)=a-a+2ta-y
+ % - y. Por consiguiente g'(t) = 2a-y + 2ty -y, asi que g'(0) = f(a;y) =
2a-p.

Un corolario sencillo del Teorema 8.3 es el teorema del valor medio para
campos escalares.

TEOREMA 8.4. TEOREMA DEL VALOR MEDIO PARA DERIVADAS DE CAMPOS
ESCALARES, Supongamos que existe la derivada f'(a + ty;y) para cada t en el

intervalo 0 < t < 1. Entonces para un cierto niimero real 0 en el intervalo abierto
0 <8 <1 tenemos

fa+y)—f(@=f(z;y), donde z=a+ Oy.

Demostracién. Pongamos g(t) = f(a + ty). Aplicando el teorema del valor
medio uni-dimensional a g en el intervalo [0, 1] tenemos

g(1) —g(0)=g'(®), donde 0< O <1.

Puesto que g(1) ~ g(0) = fla+y)—f(a) y g0) =f (a+ fy;y), esto com-
pleta la demostracién.

8.7 Derivadas direccionales y derivadas parciales

En el caso particular en el .que y es un vector unitario, esto es, cuando
iyl =1, la distancia entre @ y @ + hy es |k|. En tal caso el cociente de diferen-
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cias (8.3) representa el promedio de variacién de f por unidad de distancia a lo
largo del segmento de recta que une a con a + hy; la derivada f'(a; y) se deno-
mina derivada direccional.

DEFINICION DE DERIVADAS DIRECCIONAL Y PARCIAL. Si y es un vector uni-
tario, la derivada f'(a;y) se llama la derivada direccional de f en a en la direc-
cion de y. En particular, si y = e, (el k-ésimo vector coordenado unitario) la
derivada direccional f'(a;e,) se denomina derivada parcial respecio a e, y se
representa también mediante el simbolo D.f(a). Asi pues

D.f(a) =f"(a;e,).

Las siguientes notaciones se usan también para la derivada parcial D.f(a):

d '
D.f(ay,...,a,)), an(al’”"an)’ y B (7 PR 1
k

Algunas veces la derivada f/, se escribe sin el 4pice f,,,0 incluso més sencilla-
mente fz.

En R? los vectores coordenados unidad se designan poriy j. Sia = (a, b)
las derivadas parciales f’(a;i)y f(a;j) también se escriben

of of .

~ ’b ~ ’by
ax(a ) y ay(a )

respectivamente. En R? , si @ = (a, b, ¢) las derivadas parciales D, f(a), D.f(a),
y D;f(a) se expresan poniendo

Z_{c("””c)’ %(a,b,c), y %E(a,b,c).

8.8 Derivadas parciales de orden superior

La derivacién parcial origina nuevos campos escalares D.f, ..., D,f a pattir
de un campo escalar dado f. Las derivadas parciales de D.f, ..., D.f se llaman
derivadas parciales de segundo orden de f. Para funciones de dos variables exis-
ten cuatro derivadas parciales de segundo orden, que se escriben asi:

o2 o2 92 92
Dl(le) = a_;:; s f f f

DD, f) = ax ay ’ D2(D1f) = ay ox s Dy(D,f) = 'a? .



312 Calculo diferencial en campos escalares y vectoriales

Obsérvese que D,(D.f) significa la derivada parcial de D,f respecto a la primera
variable. Algunas veces utilizamos la notacidén D;;f para indicar la derivada par-
cial D(Djf). Por ejemplo, D, .f = D,(D,f). También utilizamos la notacién

o*f 0 (of
e " aylad
Esta puede ser o no igual a la otra derivada parcial mixta,
9f _ 99
dxdy ox (5;) '

En la seccién 8.23 demostraremos que las dos derivadas parciales mixtas D,(D,f)
y D.(D,f) son iguales en un punto si una de ellas es continua en un entorno del
punto. También la seccion 8.23 contiene un ejemplo en el que D,(D.,f) 7 D,(D,f)
en un punto.

8.9 Ejercicios

1. Un campo escalar f estd definido en R* mediante la ecuacién f(x) = a-x, donde a es
un vector constante. Calcular f'(x; y)cualesquiera que sean x e y.

2. a) Resolver el ejercicio 1 cuando f(x) = |lx|/4.
b) Tg;nar n =2 en a) y hallar todos los puntos (x,y) para los cuales f’ (2i + 3j; xi +
yj) =6.

¢) Tomar n =3 en a) y hallar todos los puntos (x,y, z) para los cuales (i + 2j + 3k;
xi +yj +zk) =0.
3. Sea T: R*—> R™"una transformacién lineal dada. Calcular la derivada f (x; y)para el
campo escalar definido en R* mediante la ecuacién f(x) = x * T(x).

En cada uno de los ejercicios del 4 al 9, calcular todas las derivadas parciales de primer
orden del campo escalar dado. En los ejercicios 8 y 9 los campos estdn definidos en R".

+
4. f(x,y) = x% + y%sen (xy). 7.f(x,y)=i_j:, X #Yy.
5 f(x,y) = \/x2 + yi. 8 f(x) =a-x, a fijo.
X n n
6. flx,y) = WT_yz » ) #0,0. 9 fx) = 1; j§1 @iXiX;, Qg = g

En cada uno de los ejercicios del 10 al 17, calcular todas las derivadas parciales de primer
orden. En los ejercicios 10, 11 y 12 comprobar que las derivadas parciales mixtas Di(Df) y
Dy(D\f) son iguales.

10, f(x,y) = x* + y* — 4xH2 14. f(x, y) = arctan (y/x), x #0.

11. f(x,y) =log (x* + %), (x,y) # (0,0). 15, f(x,y) = arctan ix_-*-i;, xy # 1.
1 _
12. f(x, y) =5 cos x2,  y#0. 16. f(x,y) =x¥", x> 0.

13. f(x,y) = tan (x?/y), y#0. _ 17. f(x, y) = arccos \/;/}, y #0.
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18. Sea v(r,t) = t"e—7"/40)  Hallar un valor de la constante n tal que v satisfaga la siguiente

ecuacidn:
ov 1 ¢ ov
— e — P2 —
ot r2or\ or

19. Dadaz = u(x, y)es=+bv y d'u/dx dy) = 0. Hallar valores de las constantes @ y b tales
que

20. a) Suponer que f (x; y)= 0 para todo x en una cierta n-bola B(a) y para todo vector y.
Utilizar el teorema del valor medio para demostrar que f es constante en B(a).
b) Suponer que f (x; y}= 0 para un vector fijo y y todo x en B(a). {Qué puede decirse
de f en este caso?

21. Un conjunto S de R* se llama convexo si para todo par de puntos @ y 5 de S
el segmento de recta que une 4 con b pertenece también a §; dicho de otro modo,
ta + (1 — 1)be S para cada ¢ del intervalo 0 < ¢ < 1.
a) Demostrar que toda n-bola es convexa.
b) Si f'(x; y)=0 para todo x en un conjunto convexo abierto S y todo y de R", de-
mostrar que f es constante en S.

22. a) Demostrar que no existe un campo escalar f tal que f'(a; y) > 0 para un vector
fijoay todo vector no nulo y.
b) Dar un ejemplo de un campo escalar f tal que f'(xt¥)>0 para un vector fijo y y todo
vector x.

8.10 Derivadas direccionales y continuidad:
En la teoria uni-dimensional, la existencia de la derivada de una funcidn f

en un punto implica la continuidad en aquel punto. Esto se demuestra facilmente
eligiendo un 2 7 0 y escribiendo

fa+H—f@
2 .

Cuando h = 0 el segundo miembro tiende al limite f(a¢):0 = 0 y por tanto
f(a + k) = K(a). Esto prueba que la existencia de f'(a) implica la continuidad de
fen a

Supongamos que aplicamos el mismo razonamiento a un campo escalar ge-

neral. Supongamos que existe la derivada f'(a; y) para un cierto y. Entonces si
h # 0 podemos escribir

f(a+h) —f(a) =

fa+ hy) — fla) = L@+ ”;’) —f@
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Cuando 2 = 0 el segundo miembro tiende al iimite f(a;y)-0 = 0; luego la
existencia de f’(a; y) para un y dado implica que

lim f(a + hy) = f(a)
para el mismo y. Esto significa que f(x)— f(a) cuando x —a a lo largo de la
recta de direccion y que pasa pora.Si f'(a; y) existe para todo vector y, entonces
f(x) — f(a)cuando x — a a lo largo de toda recta que pase por . Esto parece su-
gerir que f es continua en a. Sin embargo, sorprende que esta conclusién no es
necesariamente cierta. El ejemplo que sigue muestra un campo escalar que tiene
derivada direccional en O en cualquier direccién pero que no es continuo en O.

EJEMPLO. Sea f el campo escalar definido en R® del modo siguiente:

2

Xy .
, V) = si x#0, 0,y)=0.
S(x, ») 4 S, y)

Sea a = (0,0) e y = (a, b) cualquier vector. Si a 7 0 y h ¥ 0 tenemos

fla+ hy) — f@ _ fthy) — f(O) _ flha, hb) ___ ab®
h h h a® + h¥t’

Haciendo que ~2 = 0 encontramos {'(Q;y) = b*/a. Si y = (0, b) encontramos, en
forma parecida, que f'(Q;y) = 0. Por consiguiente f(O;y) existe para todas las
direcciones y. También, f(x) — 0 cuando x — O a lo largo de cualquier recta que
pase por el origen. Sin embargo, en cada punto de la parabola x = y? (excepto
en €l origen) la funcién f tiene el valor 4. Puesto que existen tales puntos tan
proximos al origen como queramos y que f(O) = 0, la funcién f no es continua
en O.

El ejemplo anterior prueba que la existencia de todas las derivadas direccio-
nales en un punto no implican la continuidad en él. Por esta razén, las deriva-
das direccionales no constituyen una extensién satisfactoria del concepto uni-
dimensional de derivada. Existe una generalizacién mds conveniente que implica
la continuidad y, al propio tiempo, nos permite extender los principales teoremas
de la teoria de la derivacién en una dimensién al caso de mayor ndmero de
dimensiones. Esa es la llamada diferencial total o simplemente diferencial.

8.11 La diferencial

Recordemos que en el caso uni-dimensional una funcién f que tiene deri-
vada en g puede ser aproximada en un entorno de @ mediante un polinomio de



La diferencial 315

Taylor de primer grado. Si existe f'(a) designemos con E(a, h) la diferencia

fla + h) — f(a)

(8.6) E(a, h) = ~ f'(a) si h#0.

y definamos E(a,0) = 0. De (8.6) obtenemos la férmula
fla+ k) =fla)+f'(@h + hE(a, h),

vélida también para A = 0. Esta es la férmula de Taylor de primer orden para
aproximar f(a + h) — f(a) por medio de f’(a)h. El error cometido es hE(a, k).
De (8.6) resulta que E(a, h) = 0 cuando & > 0. Por consiguiente el etror hE(a, h)
es de orden menor que h para valor pequefios de A.

Esta propiedad de aproximar una funcién diferenciable mediante una fun-
cién lineal sugiere un método de extender el concepto de diferenciabilidad al
caso de un nimero cualquiera de dimensiones.

Sea f: S = R un campo escalar definido en un con;unto S de R". Sean «a
un punto interior a S y B(a; r) una n-bola contenida en S. Sea v un vector tal que
lv] < r, de modo que @ + v € B(a;r).

DEFINICION DE CAMPO ESCALAR DIFERENCIABLE. Decimos que | es dife-
renciable en a si existe una transformacion lineal

T:R"—>R

de R* en R, y una funcion escalar E(a, v) tal que
8.7) fla + v) = f(a) + T,(v) + |v]| E(a, v),

para ||v|| < r de manera que E(a, v) - 0 cuandol|v|—0.La transformacion lineal
T. se llama diferencial de f en q

Observacion: La diferencial T, es una transformacién lineal, no un ntmero.
El valor T.(v)} es un nimero real; estd definido para todo puntoc » de R". La dife-

rencial fue introducida por W. H. Young en 1908 y por M. Fréchet en 1911 en forma
mas general,

La ecuacién (8.7), vdlida para |v| <r, se llama férmula de Taylor de
primer orden para f(a + v). Nos proporciona una aproximacién lineal, T,(v), para
la diferencia f(a + v) — f(a). El error en la aproximacién es |v|| E(a, v), que es
de orden mds pequefio que ||v| cuando |v| — 0; esto es, E(a, v) = o(jl?|) cuando
Ho] —0.
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El teorema que sigue demuestra que si la diferencial existe, es Gnica. Asi-
mismo nos dice cémo calcular T.(p) para todo y de R™.

TEOREMA 8.5. Si f es diferenciable en a con diferencial T,, entonces existe
la derivada f'(a;y) para todo y de R" y tenemos

(8.8) T.(») =f'(a;p).

Ademds, f(a;y) es una combinacion lineal de los componentes de y. Efectiva-
mente, si y =(Yi, ..., ¥n), tenemos

(8.9) f(a;y) = ZDkf (@)yy -

Demostracion. La ecuacién (8.8) es trivial si y = O puesto que T,(0) = 0
y f(a; O) = 0. Por consiguiente podemos suponer que y % O.
Puesto que f es diferenciable en a tenemos una férmula de Taylor,

(8.10) f(a+ v) =f(a) + T,(v) + ||v| E(a, v)
para ||v| < r para algin r > 0, y donde E(a, v) > 0 cuando ||v| = 0. En esta

férmula tomemos ¢ = hy, siendo h# 0 y |h| lly| < r. Entonces [o] < r.
Puesto que T, es lineal es T.(v) = T.(hy) = hTa(y) Por lo tanto (8.10) nos da

(8.11) fa+ hy) —fla) _ Ihllilyll

. T.(») + E(a, v).

Ya que [f»]| = 0 cuando 2= 0 y ya que |h|/h = =1, el segundo miembro de
(8.11) tiende al limite T.(y) cuando k —> 0. Por consiguiente el primer miembro
tiene el mismo limite. Esto demuestra (8.8).

Para deducir (8.9) utilizamos la linealidad de T.. Si y = (y,, ..., y.) tene-

mos y =37 e, luego

T0) = T Zee) = SrTen) = 3 0f @ 6) = 3 1D, @.

8.12 Gradiente de un campo escalar

La férmula del teorema 8.5, que expresa f(a;y) como una combinacién
lineal de los componentes de y, puede escribirse como un producto escalar,

fa;y) = EDkf @y, = Vf(a) - y,
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donde V{(a) es el vector cuyos componentes son las derivadas parciales de f en a,
Vf(a) = (Dif(a), ..., D,f(a).

Este es el llamado gradiente de f. El gradiente Vf es un campo vectorial definido
en cada punto & en el que existen las derivadas parciales D,f(a),..., D.f(a).

También empleamos la notacién grad f en lugar de V. El simbolo V se lee
«nabla».

La férmula de Taylor de primer orden (8.10) puede ahora escribirse en
la forma

$.12) f(@+ 9)=f(@) + V/(@)- v + ||v] Ea, v),
en donde E(a, v) = 0 cuandc |¢| = 0. En esta forma se parece a la férmula de

Taylor unidimensional desempefiando el vector gradiente V f{a) el papel de la de-
rivada f'(a).

A partir de la férmula de Taylor podemos deducir facilmente que la diferen-
ciabilidad implica la continuidad.

TEOREMA 8.6. Si un campo escalar f es diferenciable en a, entonces f es con-
tinua en a.

Demostracion. De (8.12) resulta
|f(a + v) — f(a)l = |Vf(a) ' v + {v] E(a, v)|.
Aplicando la desigualdad triangular y la de Cauchy-Schwarz encontramos

0<[fa+ v)— fla)l < IV @) llol + liv]l |E(a, v)].

v fla)

f'(a;y) es el componente
de Vf(a)a lo largo del vector unitario y

FIGURA 8.5 Relacidn geométrica de la derivada direccional con el vector gradiente.
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Esto demuestra que f(a + v) — f(a) cuando ||v| — 0, asi que fes continua ena.

Cuando Y es un vector unitario la derivada direccional f'(a; y) tiecne una sen-
cilla relacion geométrica con el vector gradiente. Supongamos que Vf(a) = O
y designemos con 4 el dngulo formado por Vf(a) e y. Tenemos entonces

(@) = Vi@ y = Vf(@] lyl cos 6 = |Vf(a)| cos 6.

Esto nos dice que la derivada direccional es el componente del vector gradiente
en la direccién del y. La figura 8.5 muestra los vectores Vf(a) e y aplicados al
punto a. La derivada alcanza el valor maximo cuando cos § = 1, esto es, cuando
y tiene la misma direccidén que Vf(a). Ademads, este maximo es igual a la longi-
tud del vector gradiente. Cuando Vf(a) es ortogonal a y, la derivada direccional
f'(a;y)es 0. En el espacio de dos dimensiones se escribe con frecuencia

af (x, y)i+ of (x, y) .
d dy I

Vi(x, y) =

En tres dimensiones la férmula correspondiente es

Y y.2); | WD), Hyd),

VI y,2) = dx dy 0z

8.13 Condicién suficiente de diferenciabilidad

Si # es diferenciable en a, existen todas las derivadas parciales D, f(a), . . .,
D, f(a). No obstante, la existencia de todas esas derivadas no implica necesaria-

mente que f sea diferenciable en 4. La siguiente funcién proporciona un contra-
ejemplo

2

Xy .
) = 0, 0,y)=0,
flx, ) Fa s SLX # £, y)

que ya se discutié en la seccién 8.10. Para esa funcidn existen las dos derivadas

parciales D,f(0) y D,f(0) pero f no es continua en O, y por tanto no puede
ser diferenciable en O.

El teorema que sigue demuestra que la existencia de derivadas parciales
continuas en un punto implica la diferenciabilidad en dicho punto.

TEOREMA 8.7. CONDICION SUFICIENTE DE DIFERENCIABILIDAD. Si existen

las derivadas parciales Dif, ..., Daf en una cierta n-bola B(a) y son continuas
en a, entonces | es diferenciable en a.
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Observacion: Un campo escalar que satisfaga las hipétesis 8.7 se le llama
diferenciable con continuidad en a.

Demostracién. T, (v) s6lo puede ser Vf(a)- v . Queremos demostrar que

f(a+ v) —f(a) = Vf(a)- v + |v]| E(a, v),

donde E(a, v) > 0 cuande |v] —> 0. Esto probara el teorema.

Pongamos 4 = |v||. Entonces » = Au, donde |u| = 1. Mantengamos A lo
bastante pequefio para que a + v esté en la bola B(a) en la que existen las deri-
vadas parciales D,f,...,D,f. Expresando # en funcién de sus componentes
tenemos

u=ue, + " +ue,,

donde e,, . .., e,son los vectores coordenados unitarios. Escribamos ahora la di-
ferencia f(a + v)*— f(a) en forma de suma telescdpica,

(8.13) fla 4+ v) — f(a) = f(a + Au) — f(a) =I§:1{f(a + Avy) — f(a + Av, 1)},

en la que v,,v,,..., v, son vectores cualesquiera de R” tales que o, =0 yv, = u.
Elijamos esos vectores de modo que satisfagan la relacién de recurrencia
v, = v._; + we,. Esto es, tomemos

.v0=0’ v1=ulel, v2=u1e1+u2e2, “ .y vn=u1e1+"'+uﬂen.
Entonces el k-ésimo término de la suma (8.13) se transforma en
Sfla+ vy, + Aue,) — fla + Avy) = f(be + Auge) — f(by),

donde &, = a-+ Av,_,.Los dos puntos b, y b, + Aue, tan sélo difieren en su
k-ésimo componente. Por consiguiente podemos aplicar el teorema del valor
medio del cdlculo diferencial y escribir

8.14) S(be + Auper) — f(b,) = Ay Dy f(cp),

perteneciendo ¢, al segmento de recta que une b, a b, + Aue,. Obsérvese que
b.— a y por tanto ¢, — a cuando A = Q.
Aplicando (8.14) en (8.13) obtenemos

fla+9) = @ = 13 Do e



320 Célculo diferencial en campos escalares y vectoriales

PeroVf(a) v = AVf(a) u=1 >r . D, f(a)u,, asi que
f@+9) — @ = V@-v = 13 {Dpf () = Dpf @}y = ol E(a, ),

donde i
E(a, v) =]gl{Dkf(ck) - Dkf(a)}uk'

Puesto que ¢,—a cuando |v} = 0, y puesto que cada derivada parcial Dif es
continua en a, vemos que E(a, ) > 0 cuando ||vl|\-> 0.Esto completa la demos:
tracidn.

8.14 Ejercicios

1. Hallar el vector gradiente en cada punto en el que exista para los campos escalares de-
finidos por las ecuaciones siguientes:

~a) f(x,y) = x% + y? sen(xy). d) f(x,y,2) = x% — y% + 222,
b) f(x,y) = e cos y. e) f(x,y,z) =log (x* + 2y* — 3z3).
¢} fix,y,z) = xBy3zt, f) f(x,y,2) =x¥".

N

. Calcular las derivadas direccionales de los siguientes campos escalares en los puntos
y direciciones que se indican:
a) flx,y,2) =x*+ 2y" + 32 en (1,1,0) en la direccién de i —j + 2k.
b} f(x,y,2) = (x/y)* en (1,1,1) en la direccién de 2i +j — k.

3. Hallar los puntos (x,y) y las direcciones para las que la derivada direccional de
f(x,y) = 3x* + y* tiene el valor méximo, si (x,y) estd eh el circulo * + y* = 1.

4, Un campo escalar diferenciable f tiene, en el punto (1,2) las derivadas direccionales
+2 en direccién al punto (2,2) y —2 en direccién al punto (1, 1). Determinar el vector
gradiente en (1,2) y calcular la derivada direccional en direccién al punto (4,6).

5. Hallar los valores de las constantes a, b y ¢ tales que la derivada direccional de
f(x,y,2) = axy* + byz + cz'x* en el punto (1,2, —1) tenga el valor miximo 64 en la
direccién paralela al eje z. ‘

6. Dado un campo escalar diferenciable en un punto @ de R? Supongamos que § (a; y) =1

y f(a;2) =2, siendoy =2i + 3jy z =i +j. Hacer un grifico mostrando el conjunto
de todos los puntos (x,y) para los que f'(a;xi + yj) = 6. Calcular también el gra-
diente Vjf(a).

. Sean f y g dos campos escalares diferenciables en un conjunto abierto S. Deducir las

siguientes propiedades del gradiente: )
a) gradf = O si f es constante en S.

b) grad (f + g) = grad f + grad g.

c) grad{cf) = cgradf si c es constante.

d) grad(fg) = fgrad g + ggradf.

e) grad (‘L) =ggradf—2fgradg
4 &
8. En R' consideremos r(x,y,z) = xi + yj + zk, y sea r(x,y,2) = |r(x, y,z)|.

|

en los puntos en los que g = 0.
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a) Demostrar que Vr(x,y,z) es un vector unidad en la direccién der (x,y, 2).
b) Demostrar que V{r") = nr**rsi n es un entero positivo.

[Indicacién: Utilizar el ejercicio 7 d).]
¢) (Es viélida la férmula del apartado b) cuando n es entero negativo o cero?
d) Hallar un campo escalar f tal que Vf=r.

9. Supongamos que f es diferenciable en cada punto de una n-bola B(a). Si f' (x;y) =0
para n vectores independientes y,,...,y, ¥ para todo x en B(a), demostrar que f es
constante en B(a).

10. Supongamos que f es diferenciable en cada punto de una n-bola B(a).
a) Si Vf(x) = O para todo x de B(a), demostrar que f es constante en B(a).
b) Si f(x) < f(a) para todo x de B(a), demostrar que Vf(a) = O.
11. Considerar las seis proposiciones que siguen relativas a un campo escalar f:S —> R, siendo
S € R* y a un punto interior a S.
a) f es continuo en a.
b) f es diferenciable en a.
¢) f (a;y) existe para todo y de R™
d) Existen todas las derivadas parciales de f en un entorno de a y son continuas en a.
e} Vf(a) =0.
f) f(x) = {x — a|| para todo x de R"

alb|lc|d]|e|f
a| T
En una tabla parecida a la indicada aqui,
marcar con una T el cuadrado correspondiente b T
si la proposicién de la fila (x) implica siempre
la proposicién de la columna (y). Por ejemplo, v T
si (a) implica siempre (b), poner T en el se-
gundo cuadrado de la primera fila. La diagonal d T
principal ha sido ya marcada.
€ T
f T

8.15 Regla de la cadena para derivadas de campos escalares

En la teorfa de la derivacién en una dimensidn, la regla de la cadena nos

permite calcular la derivada de una funcién compuesta g(¢t) = f[r(¢)] mediante
la férmula

gW=rr@®] r@.

Esta seccién nos proporciona una extensién de la férmula cuando f se reemplaza
por un campo escalar definido en un conjunto del espacio de dimensién n,y r
por una funcién vectorial de una variable real cuyos valores estan en el domi-
nio de .
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Mis adelante extenderemos ain mds la férmula para incluir el caso en el
que f y r son ambas campos vectoriales.

Resulta facil imaginarse casos en los que puede presentarse la composicién
de un campo escalar y un campo vectorial. Por ejemplo, supongamos que f(x)
mide la temperatura en un punto x de un sélido tri-dimensional, y supongamos
que queremos conocer ¢cOmo cambia la temperatura cuando el punto ¥ se mueve
a lo largo de una curva C situada en el sélido. Si la curva es descrita por una
funcién vectorial r definida en un intervalo [a, b], podemos introducir una
nueva funcidn g mediante la férmula

g =flr®)] si a<t<b.

Esta funcién compuesta g expresa la temperatura como funcién del pardmetro
t, y su derivada g'(¢+) mide la variacion de la temperatura a lo largo de la curva.
La siguiente extensién de la regla de la cadena nos permite calcular la derivada
g'(t) sin determinar g(#) explicitamente.

TEOREMA 8.8. REGLA DE LA CADENA. Sea [ un campo escalar definido en
en un conjunto abierto S de R", y sea r una funcion vectorial que aplica un
intervalo | de R* en S. Definamos la funcién compuesta g = for en | mediante
la ecuacién

g)y=flr(®)] si ted.

Sea t un punto de ] en el que ¥'(t) existe y supongamos que f es diferenciable en
r(t). Existe entonces g'(t) y es igual al producto escalar

(8.15) g®)y=Vf(@)-r'®), donde a=r().

Demostracion. Pongamos q = r(t), siendo ¢ un punto de ] en el que
r'(t) exista. Puesto que S es abierto existe una n-bola B(a) situada en S. Tomemos
h # 0 lo bastante pequefio para que r(z + h) esté situada en B(a), y pongamos
y=r(t + h) — r(t). Obsérvese que y —- O cuando i = 0. Tenemos ahora

gt + k) — g(t) = flr(t + W] — fIr(D] = f(a + y) — f(a).
Aplicando la férmula de Taylor de primer orden a f tenemos
fla+y)—fa)y=Vfla) y + |yl E(a,y),

donde E(a,y) — 0 cuando [y| — 0. Ya que y = r(r + h) — r(t)esto nos da

gt + h}: — 81 _ Vf(a) - r(t + h’z — r() + et + h]: — r(1)]

E(a,y).
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Haciendo que # = 0 obtenemos (8.15).

EJEMPLO 1. Derivada direccional a lo largo de una curva, Cuando la fun-
cién r describe una curva C, la derivada +' es el vector velocidad (tangente a
la curva) y la derivada g’ de la ecuacién (8.15) es la derivada de f respecto al
vector velocidad, suponiendo que #' % O. Si T(f) es un vector unitario en la
direccibn de r'(1)(T es el vector tangente unitario), el producto escalar
VfTr(t)] - T(s) se llama derivada direccional de f a lo largo de la curva C o en la
direccién de C. Para una curva plana podemos escribir

T(t) = cosa(t)i+ cos (1) ],

siendo «(f) y B(f) los dngulos formados por el vector T (¢) y los ejes x e y posi-
tivos; la derivada direccional de f a lo largo de C es en este caso

VTr@]- I(t) = D, flr(1)] cos a(t) + Dy f[r(r)] cos B(r).

Con frecuencia esta férmula se escribe més simplemente asi:
0 0
Vf-T= —fcosoc + —fcos,B.
ox dy

Algunos autores expresan la derivada direccional Vf-T.con el simbolo df/ds.
Puesto que la derivada direccional a lo largo de C esta definida en funcién de T,
su valor depende de la representacién paramétrica elegida para C. Un cambio de
la representacién podria invertir la direccién de T; lo que, a su vez, invertird
el signo de la derivada direccional.

EJEMPLO 2. Hallar la derivada direccional del campo escalar f(x,y) =
= x* — 3xy a lo largo de la pardbola y = x* — x + 2 en el punto (1, 2),

Solucion. En un punto cualquiera (x, y) el vector gradiente es

0
Vf(x, y) = a-—fi + -a—fj = (2x — 3y)i — 3xj.
X oy

En el punto (1,2) tenemos Vf(1,2) = —4i — 3j. La pardbola puede represen-
tarse paramétricamente mediante la ecuacién vectorial r(f) = ti + (12 — ¢ + 2)j.
Por lo tanto, r(l) =i+ 2j,r()=i+ 2t - 1)j,y r(1) =i + j.Para esta re-
presentacion de C el vector unitario tangente T (1) es (i + j)/V'2 y la derivada di-
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reccional pedida es VA(1,2): T(1) = —7/V2.

EJEMPLO 3. Sean f un campo escalar no constante, diferenciable en todo
el plano, y ¢ una constante. Supongamos que la ecuacién cartesiana f(x,y) = ¢
describa una curva C que tenga tangente en cada uno de sus puntos. Demostrar
que f tiene las siguientes propiedades en cada punto de C:

a) El vector gradiente Vf es normal a C.

b) La derivada direccional de f es cero a lo largo de C.

¢) La derivada direccional de f tiene su valor méximo en la direccién

normal a C.

Solucidon. St T es un vector unitario tangente a C, la derivada direccional
de f a lo largo de C es el producto escalar Vf- T. Este producto es cero si
Vf es perpendicular a T, y alcanza su mdaximo valor si Vf es paralela a T,
Por consiguiente las dos proposiciones b) y ¢) son consecuencias de a). Para
demostrar a), consideremos una curva plana cualquiera I' con una ecuacién vec-
torial de la forma r(t) = X (t)i + Y (¢)j e introduzcamos la funcién g(z) = f[r(1)].
En virtud de la regla de la cadena tenemos g'(t) = Vf[r(t)] - ¥'(t). Cuando T = C,
la funcién g tiene el valor constante ¢ asi que g'(#) = 0 si »(#) € C. Puesto que
g’ = Vf-r' resulta que V{ es perpendicular a r’ en C; luego Vf es normal a C,

8.16 Aplicaciones geométricas. Conjuntos de nivel. Planos tangentes

La regla de la cadena puede utilizarse para deducir propiedades geométricas

o
~

Superficie de nivel

L{c)

\\
\
;
N

/ Isotermas

Lineas de flujo

FiGURA 8.6 Las curvas de trazos son iso- FIGURA 8.7 El vector gradiente Vf ¢s
termas: f(x,y) = ¢. El vector gradiente V| normal a cada curva T situada en la super-
indica la direccién de las lineas de fuerza. ficie de nivel f(x,y,z) =c.
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del vector gradiente. Sea f un campo escalar definido en un conjunto S de R" y
consideremos aquellos puntos x de S para los que f(x) tiene un valor constante,
por ejemplo f(x) = ¢. Designemos ese conjunto por L(c), de modo que

Lie)={x|xeS y f(x)=¢c}.

El conjunto L(c) se llama conjunto de nivel de f. En R®?, L(c) se llama curva de
nivel; en R* superficie de nivel.

En muchas aplicaciones fisicas se presentan familias de curvas de nivel. Por
ejemplo, si f(x,y) representa la temperatura en (x,y), las curvas de nivel de f
(curvas de temperatura constante) sc llaman isotermas. El flujo de calor tiene
lugar en la direccion del cambio mas répido de la temperatura. Luego, en una
hoja plana delgada el flujo de calor tiene lugar a lo largo de una familia de curvas
ortogonales a las isotermas. Esas se llaman [lineas de flujo; son las trayectorias
ortogonales de las isotermas. Véase la figura 8.6.

Consideremos ahora un campo escalar f diferenciable en un conjunto abierto
S de R?, y examinemos una de sus superficies de nivel, L(c¢). Sea a un punto
en esa superficie, y consideremos una curva T situada en la superficie y que pase
por a, como esid indicado en la figura 8.7. Demostraremos que el vector gradiente

veetor normal

Plano tangente

Superficic de nivel L(e)

Figura 8.8 El vector gradiente V§f es normal al plano tangente a una superficie de nivel
flx,y,2) = ¢
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V f(a) es normal a esa curva en a. Esto es, demostraremos que V f(a) es perpen-
dicular al vector tangente de T en a. A tal fin supongamos que T" estd definida para-
métricamente por una funcién vectorial derivable r definida en un cierto inter-
valo | de R'. Puesto que T estd situada en la superficie de nivel L(c), la funcién r
satisface la ecuacién

fIr(D)} = ¢ para todo tde J.

Si g(t) = f[r(t)] para t en ], la regla de la cadena establece que
g'() = Vf[r(0)] - r'(z}.

Puesto que g es constante en J, tenemos g'(¢) = 0 en J. En particular, eligiendo ¢,
de modo que g(#,) = @ encontramos que

Vi(@)-r'(t) =0.

Es decir, el gradiente de f en a es perpendicular al vector tangente r'(¢t,) como se
afirmo.

Tomemos ahora una familia de curvas en la superficie de nivel L(¢) que pasen
por el punto a. Segiin lo dicho en la discusién anterior, los vectores tangentes a
todas esas curvas son perpendiculares al vector gradiente Vf{a) . Si éste no es cero,
dichos vectores tangentes determinan un plano, y el gradiente V/(a) es normal a
este plano. (Véase figura 8.8.) Tal plano se llama plano tangente a la superficie
L(c) en a.

En el Volumen I se vio que un plano que pase por @ con vector normal N
estd constituido por todos los puntos x de R*® que satisfacen la ecuacidn
N-(x —a)=0. Por consiguiente el plano tangente a la superficie de nivel L(c)
en a estard constituido por todos los puntos x de R* que satisfagan

Vi(@): (x —a)=0.

Para obtener una ecuacién cartesiana de ese plano expresaremos x, a, y Vf(a)
en funcién de sus componentes. Escribiendo x = (x,y,z2), @ = (x,,y,,2,), ¥

Vf(a) = D, f(@)i + D,f(a)j + Dyf(a)k,
obtenemos la ecuacidén cartesiana

D, f(a)(x — x;) + sz(a)(}' — )+ Daf(a)(z —z;)=0,
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A los campos escalares definidos en R? se aplica una discusién parecida. En el

ejemplo 3 de la seccién anterior hemos demostrado que el vector gradiente V/(a)
en un punto a de una curva de nivel es perpendicular al vector tangente a la
curva en a. Por consiguiente la recta tangente a la curva de nivel L(¢) en un punto
a = (x,, y,) tiene la ecuacién cartesiana

D, f(a)(x — x;) + Dyf(a)(y — y,) = 0.

8.17 Ejercicios

1.

En este ejercicio podemos suponer la existencia y continuidad de todas las derivadas
que se consideren. Las ecuaciones u=f(x,y), x=X(¢t), y=Y(¢) definen u como funcién
de t, pongamos u=F(¢).

a) Aplicar la regla de la cadena para demostrar que

3 ?
F'(t) = a?{ X'(r) + a}f Y'(r),

donde df/dx y Jf/dy se han calculado en [X(f), Y(§].

b) En forma parecida, expresar la derivada segunda F”(#) en funcién de las derivadas
de f, X e Y. Recuérdese que las derivadas parciales de la férmula del apartado a) son
funciones compuestas dadas por

f f :
e = DuflX @), YOI, oy = D, fIX(2), Y(1)].

Teniendo en cuenta el ejercicio 1 calcular F'(f) y F”(#) en funcién de ¢ en cada unc de
los siguientes casos particulares:

a) f(x,y) = x% 4+ 2, X(t) = ¢, Y(t) = 12.

b) f(x,y) = & cos (xy*), X(t) = cost, Y(t) =sent.

c) fx,y) =log [{(1 +™)/(1 +€')], X(1) = ¢, Y(1)! = e,

. Calcular en cada caso la derivada direccional de f en los puntos y direcciones que se

indican:

a) flx,y,2) =3x — 5y +2z en (2,2,1) en la direccién de la normal exterior a la
esfera x¥* + y* + 22 = 9,

b) f(x,y,z) = x* — y* en un punto cualquiera de la superficie x + V+22=4 ¢en la
direccién de la normal exterior en dicho punto.

¢) flx,y,2) =x*+y — 22 en (3,4,5) a lo largo de la curva de interseccién de las dos
superficies 2x* + 2y’ — 2 =25 y x4 y' =2,

4. a) Hallar un vector V(x,y,z) normal a la superficie

z = \/x? +y? 4+ (22 + )
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10.

11.

12.
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en un punto cualquiera (x, y, z) de la superficie (x, y, z) = (0, 0, 0).

b) Hallar el coseno del dngulo ¢ formado por el vector p(x,y,z) y el eje z y deter-
minar el limite de cos# cuando (x,y,z) —>(0,0,0).

Las dos ecuaciones e*cosv = x y e*senv = y definen u y v como funciones de x e y,
sean éstas u = U(x,¥) v v = V(x,y). Hallar férmulas explicitas para U(x,y) ¥ V(x,y),
validas para x > 0, y demostrar que los vectores gradientes VU(x,y) y VV(x,y) son
perpendiculares en cada punto (x,y).

Sea f(x,y) = /o).

a) Comprobar que df/dx y df/dy son cero ambas en el origen.

b) (Tiene la superficie z = f(x,y) plano tangente en el origen? [Indicacion: Considé-
rese la seccién producida en la superficie por el plano x =y.]

Si (x0,¥0,20) es un punto de la superficie z = xy, las dos rectas z=yox, y=yo ¥
Z = Xxgy, X =xg se cortan en (X, Yo, Zo) ¥ estdn situadas en la superficie. Comprobar que
el plano tangente a esta superficie en el punto (xg, yo, zg) contiene a esas dos rectas.
Hallar la ecuacién cartesiana del plano tangente a la superficie xyz = ¢* en un punto
genérico (Xo, Yo, zo). Demostrar que el volumen del tetraedro limitado por ese plano y
los tres planos coordenados es 94°/2.

Hallar un par de ecuaciones cartesianas para la recta que es tangente a las dos super-
ficies X’ + ¥+ 22" =4 y z = ¢ ¥ en el punto (1,1, 1).

Hallar una constante ¢ tal que en todo punto de la interseccién de las dos esferas

x—c)l+yE+22=3 y B+ -1 +z22=

los planos tangentes correspondientes sean perpendiculares el uno al otro.
Si r, y r; son las distancias desde un punto (x,y) de una elipse a sus focos, demostrar
que la ecuacién n + r; = constante (que satisfacen esas distancias) implica la relacién

T-V(ry +r)=0

siendo T el vector unitario tangente a la curva. Interpretar geométricamente ese resul-
tado, y con ello demostrar que la tangente forma é4ngulos iguales con las rectas que
unen (x,y) a los focos.

Si Vf(x,y,2) es siempre paralela a xi + yj + zk,demostrar que f debe tomar valores
iguales en los puntos (0,0,2) y (0,0, —a).

8.18 Diferenciales de campos vectoriales

de

La teoria de la diferenciacién para campos vectoriales es una extensién directa
la teoria andloga para campos escalares. Sea f: S = R™ un campo vectorial

definido en un subconjunto S de R". Si @ es un punto interior de S e y un vector
cualquiera de R™ definimos la derivada f’(a; y) mediante la férmula

flla;y) = limf(a + hy) — fla)

h=0 h

siempre que tal limite exista. La derivada f'(a; y)es un vector de R™.
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Designemos con fx el k-€ésimo componente de f. Observemos que la derivada
f'(a; y)existe si y sblo sif; (a; y) existe para cada k = 1,2,...,m, en Cuyo caso
tenemos

S @) = (@), Salais) = 3 £i(@3 e,

donde e, es el k-ésimo vector coordenado unidad.
Decimos que f es diferenciable en un punto interior a si existe una transfor-

macién lineal

T,:R" > R™
tal que
(8.16) fla+ v) =fla) + T,(v) + |v| Ea, v),

dondeE(a, v) — Ocuando v — O .La férmula de Taylor de primer orden (8.16) es
valida para todo v tal que |»| < r para un cierto r > 0. El término E(a, v) €s un
vector de R™, La transformacién lineal T, se llama diferencial total o simple-
mente diferencial de fen a.

Para los campos escalares se demostré que 7,(y) es el producto escalar del
vector gradiente Vf(a) por y. Para los campos vectoriales demostraremos que
T,(y) es un vector cuyo componente k-€simo es el producto escalar Vf,(a)* y.

TEOREMA 8.9. Supongamos que f es diferenciable en a con diferencial T,.
Existe entonces la derivada f'(a; y)para todo a de R™, y tenemos

(8.17) T,(y)=f"(a;y).
Ademds, sif = (fy,...,[m) ysiy = (y,,... , Yn), tenemos
(8.1 T =3 Vi@ ye = (Vi@ 5. ... Vful@) ).
Demostracion. Razonemos como en el caso escalar. Si yp = O, entonces

f'(a;y) =0y T,(0)= 0. Por consiguiente podemos suponer que y # 0. To-
mando v = Ay en la férmula de Taylor (8.16) tenemos

f(a + hy) — f(a) = T,(hy) + lihy|l E(a, v) = hT,(v) + |A] |y E(a, v).

Dividiendo por # y haciendo que A = 0O obtenemos (8.17).
Para demostrar (8.18) basta observar que

S@) =3 fi@ne =3 V@ ye,.
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La ecuacién (8.18) puede también escribirse en forma mds sencilla como un
producto matricial,

T,(y) = Df(a)y,

siendo Df(a) la matriz m X n cuya fila k-ésima es Vf,(a), € ¥ una matriz columna
nX 1. La matriz Df(a) se llama matriz jacobiana de'f en a. Su elemento kj es la
derivada parcial D, f,(a). Asi pues, tenemos

D fi(@) D.fi(@) -+ D,fi(a) ]
D fo@ D;fy(a) -+ D,fxa)
Df(a) = | '

_lem(a) D2fm(a) anm(a)_

La matriz jacobiana Df(a) estd definida en cada punto en el que existan las mn
derivadas parciales D,f;(a).

La diferencial 7, se expresa también poniendo f'(a). La derivada f'(a) es
una transformacién lineal; la matriz jacobiana Df(a) es una representacién ma-
tricial de esa transformacién.

La férmula de Taylor de primer orden toma la forma

(8.19) fla+ o) =f(a) + f'(@)() + |v] E(a, v),

donde E(a, v) — O cuando v — O. Se parece a la férmula de Taylor unidimensio-
nal. Para calcular los componentes del vector f’(a)(v) podemos utilizar el produc-
to matricial Df(a)v o la férmula (8.18) del teorema 8.9.

8.19 La diferenciabilidad implica la continuidad

TEOREMA 8.10. Si un campo vectorial f es diferenciable en a, entonces f es
continuo en a.
Demostracién. Como en el caso escalar, aplicamos la férmula de Taylor
para demostrar este teorema. Si hacemos que v —> O en (8.19) el error
v| E(a, v) > O. La parte lineal f'(a)(v) tiende también a © debido a que las
transformaciones lineales son continuas en @. Esto completa la demostracién.

Al llegar aqui conviene deducir una desigualdad que se utilizar4 en la de-
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mostracién de la regla de la cadena en la préxima seccién. La desigualdad se re-
fiere a un campo vectorial £ diferenciable en a; ella establece que

620 IS@OI<M@]ol, donde Myw) =3 Vi@l

Para demostrarla utilizamos la ecuacién (8.18) junto a la desigualdad triangular
de Cauchy-Schwarz obteniendo

I/ (@)l =

3@ ve, | <SIVA@ - o] S IVA@I Dol

8.20 La regla de la cadena para diferenciales de campos vectoriales

TEOREMA 8.11, REGLA DE LA CADENA. Sean f y g dos campos vectoriales
tales que la funcién compuesta h = fo g esté definida en un entorno del punto a.
Supongamos que g sea diferenciable en a, con diferencial g'(a). Pongamos b = g(a)

y supongamos que f es diferenciable en b, con diferencial f'(b). Entonces h es
diferenciable en a, y la diferencial k'(a) viene dada por

K(a)=f'(b)-g'(a),
que es la composicion de las transformaciones lineales f'(b) y g (a).
Demostracion. Consideremos la diferencia k(e + y) — h(a)para valores pe-

quefios de [y, y demostremos que se obtiene una férmula de Taylor de primer
orden. De la definicién de 4. resulta

©821) @+ ) — h@) = flg(a + »)] — flg@] = £ + 1) — f(b),

siendo v =g(a + y) —g(a). La foérmula de Taylor aplicada a g(a+ y)
nos da

822) v=¢g"@Q) + |yl Efa,y), donde E,a,y)—> O cuando y— O.

La férmula de Taylor relativa a f(b 4+ v)nos da

(8.23) &+ v) — f(B) =1 (B)(v) + |lv] Efb, v),
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donde Ex(b, v) = O cuando » — O. Aplicando (8.22) en (8.23) obtenemos

(8.24) f(b+ v) — f(B) =f"(b)g (a)y) + ' (B)yl Ela,y)) + lvll E(b, v)
=f'(B)g' (@)(y) + |yl E(a, p),
dondeE(a, 0) = O y

629 Hap=SOE@)+ 1 EGY s y#o0.

Para completar la demostracién necesitamos probar que E(a, y) — O cuandoy — O.
El primer término del segundo miembro de (8.25) tiende a @ cuando y — O

porque E,(a, y) — Qcuandc y — O y las transformaciones lineales son continuas
en 0, .

En el segundo término del segundo miembro de (8.25) el factor Ei (b, v) > O

porque v — O cuando y— O. El cociente ||v]/|y| permanece acotado porque,
segin (8.22) y (8.20) tenemos

lell < My@) 1yl + Iyl |Ey(a, »)Ii.

Por consiguiente los dos términos del segundo miembro de (8.25) tienden a O
cuando y—> O, asi que E(a,y) — O.
De este modo, de (8.24) y (8.21) obtenemos la fé6rmula de Taylor

h(a +y) — h(a) = f'(b)g'(@)(y) + |yl E(a, ),

donde E(a, y) - O cuando y — O. Esto demuestra que 4 es diferenciable en a
y que la diferencial A’(a) es igual 2 la composicién f'(b)-g'(a).

8.21 Forma matricial de la regla de la cadena

Sea h = fo g, donde g es diferenciable en a y f diferenciable en » — ga).
La regla de la cadena establece que

k(a) =f'(b)-g'(a).

Podemos expresar la regla de la cadena en funcién de las matrices jacobianas
Dh(a), Df(b), y Dg(a)que representan las transformaciones lineales &' (a), f'(d),
Y g&'(a), respectivamente. Puesto que la composicién de transformaciones lineales
corresponde a la multiplicacién de sus matrices, obtenemos

(8.26) Dh(a) = Df(b) Dg(a), donde b =g(a).
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Esta es la llamada forma matricial de la regla de la cadena. También puede es-
cribirse como un conjunto de ecuaciones escalares expresando cada matriz en
funcién de sus elementos.

Supongamos que a € R?, b = g(a)cR", y f(b) € R™, Entonces #(a) e R™ y
podemos escribir

g=(g1:'--sgn): f=(f1""’fm)a h=(h1a---’hm)-

La matriz Dh(a) es mXp, la matriz Df(b) es mXn, y Dg(a) es una matriz
nXp, y vienen dadas por

Dh(a) = [D;h (@] ;2,  Df(d) = [Dofi(B))ine1,  Dgla) = [D,gu(@]r,.

La ecuacién matricial (8.26) es equivalente a mp ecuaciones escalares,

D;h(a) = D,f(b)D,g(a), para i=1,2,...,m y i=12,...,p.
k=1

Estas ecuaciones expresan las derivadas parciales de los componentes de & en
funcién de las derivadas parciales de los componentes de £y g.

EJEMPLO 1. Extensién de la regla de la cadena para campos escalares.
Supongamos que f es un campo escalar (m = 1). Entonces h también lo es y
existen p ecuaciones en la regla de la cadena, una para cada una de las derivadas
parciales de A:

D;ha) = ¥ D,f(B)D;e(@), para j=1,2,...,p.

El caso particular p = 1 ya se consideré en la seccién 8.15. Entonces se tiene la
Unica ecuacién,

K@) = 3 Duf B)gi(a).

Consideremos ahora p =2 y n = 2. Pongamos a = (s,f) y b = (x,y). Los
componentes x e y estdn ligados a s y # por las ecuaciones

x=g(s,t), y=gfs1).
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La regla de la cadena nos da un par de ecuaciones para las derivadas parciales
" de h:

Dih(s, t) = Dyf(x, y) Digi(s,t) + Dyf(x, y) Digs(s, 1),
D,h(s, t) = D, f(x,y) D,gi(s, ) + Daof(x, y) Dogols, t).

Empleando €l signo 9, también se pone este par de ecuaciones en la forma

6h dfox  df dy oh dfox  of dy
8.27 —=2 g L2 o B
®.27) Os O0x0ds 0yo0s ot 0dxot dyot
EJEMPLO 2. Coordenadas polares. La temperatura de una placa delgada

se representa por un campo escalar f, siendo f(x,y) la temperatura en (x,y).
Introduciendo las coordenadas polares x = r cos 8, y = r sen 4, la temperatura se

convierte en una funcidn de r y ¢ determinada por medio de la ecuacién
@(r, 0) = f(rcos 0, rsenf).

Expresar las derivadas parciales dgp/dr y 0¢/d6 en funcién de las derivadas par-
ciales df/dx y df/dy.

‘ Solucién. Utilicemos la regla de la cadena en la forma (8.27), poniendo
(r, #) en lugar de (s, ¢), y ¢ en lugar de h. Las ecuaciones

x=rcos€, y=rsen6
nos dan ’

ax a ax

9 _ ox _ dy
o , o sen @, Py rsend, éE=rCOSO'

Sustituyendo esas férmulas en (8.27) obtenemos

dp of of oy of of
828) 2_ Y oso04+Lsens O _.% of
( = o cos O + % senf, = r o senf + r 2 cos 6.

Estas son las férmulas pedidas correspondientes a dg/or y dp/00.

EJEMPLO 3. Derivadas parciales de segundo orden. Continuando el ejem-

plo 2, expresar la derivada parcial de segundo orden 9%¢/262 en funcién de las
derivadas parciales de f.

Solucién. Comencemos con la férmula que da 9¢/30 en (8.28) y derivemos
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respecto a ¢, considerando r como una constante. En el segundo miembro hay

dos términos, cada uno de los cuales debe derivarse como producto. Obtenemos
asi

@ = _r_f_i_f_a______(senﬁ) — rsen@i(gi) + ra_f____a(cos 6) 4 rcos Oﬁ(g)

06° dx 00 00 \ox dy o6 06 \dy
8.29
( ) =-—rcosﬂa—f—rsen63(gf)—rsen6g+ rcosﬁ—a—(—ai).
ox 06 \dx dy a6 \dy

Para calcular las derivadas de df/0x y df/dy respecto a ¢ debe tenerse en
cuenta que como funciones de r y 8, df/dx y df/dy son funciones compuestas
dadas por

¥ _p
ox

S(rcos 6, r senf) y :—f = D, f(r cos 0, rsenf).
y

Por consiguiente, sus derivadas respecto a # tienen que determinarse con la regla
de la cadena. Apliquemos otra vez (8.27), reemplazando f por D,f, con lo que
se obtiene

9 (9f\ _9D,f)dx | D f)dy _ O P
ae(ax) Ox 66+ Iy ag_axz( rsen6)+ayax(rcost9).

Del mismo modo, aplicando (8.27) reemplazando f por D.,f, encontramos

9 ai) _ 9(D,f)ox a(D.f)dy o o*f
ae(ay = T 86+ 2 ae—axay(—rsen9)+5;§(rcos 0).

Cuando estas férmulas se aplican en (8.29) obtenemos

az‘P af 2 g azf 2 azf
58_2= —rcos65;+ r’sen 65;-— r senBcosGayax
2 2

— rsenﬁ—f—- r® sen 0 cos 6 of + rzcoszﬂg—j;.

y 0x Oy oy?

Esta es la férmula que desedbamos para 0%p/o62. Férmulas analogas para las
derivadas parciales segundas 9%¢/or2, O*/(0r 30), y 02¢/(20 0F) se proponen
en el ejercicio 5 de la préxima seccidn.
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8.22 Ejercicios

En estos ejercicios puede suponerse la diferenciabilidad de todas las funciones que se

consideran.

1,

La sustitucién ¢ = g(x,y) convierte F(¢) en f(x,y), siendo f(x,y) = Flg(x,y)].
a) Demostrar que

f 3
oy = Fleta 5

b

4 o o
@—F[g(x,y)]a—y-

b) Considérese el caso particular F(f) = esent  g(x,y) = cos (x> + y*). Calcular 3f/dx
y df/dy utilizando las férmulas del apartado a). Comprobar el resultado, determinando
f(x,y) explicitamente en funcién de x e y, y calculando directamente df/dx y 9f/dy a

partir de f.

La sustitucién u = (x — y)/2, v = (x + y)/2 cambia f(u, v) en F(x,y). Aplicar en forma
adecuada la regla de la cadena para expresar las derivadas parciales 9F/9x vy
0F/3dy en funcién de las derivadas parciales df/du y 9f/ov.

Las ecuaciones u = f(x,y), x = X(s,1), y = Y(s,¢) definen u como funcién de s y ¢,
u = F(s, 1).

a) Aplicar una forma adecuada de la regla de la cadena para expresar las derivadas par-
ciales 9F/ds y 9F/at en funcién de offax, af/dy, 2X/ds, dX/ot, aY/os, aY]er.

b) Sid*f](9x dy) = #%f](dy dx), demostrar que

PF o X Bf(X\ XY #f o By #f[ay\
= N il R Do A (=
ds2 dx 052 ox2

a5t ox o as as 35 x 0y | dy 5E T ay*\ s

¢) Encontrar férmulas parecidas para las derivadas parciales 92F/(ds 91)y 92F/ ar2.
Resolver el ejercicio 3 en cada uno de los siguientes casos particulares:

a) X(s,t) =5 +1, Y(s,t) = st.

b) X(s,t) =st, Y(s,t) = s/t.

c) X(s,t) = (s —1)]2, Y(s,t) = (s + 1)/2.

La introduccién de las coordenadas polares cambia f(x,y) en ¢(r,8), donde x = rcos ¢
e y = rsen 6. Expresar las derivadas parciales de segundo orden o2¢/ar?, 22¢/(dr 26) y
22¢/(28 9r) en funcién de las derivadas parciales de f. Pueden utilizarse las férmulas
deducidas en el ejemplo 2 de la seccién 8.21.

Las ecuaciones u = f(x,y,2z), x = X(r,s,t), y=Y{(r,5,) vy z = Z(r,s,t), definen u
como funcién de r, s y ¢, sea ésta u = F(r,s, f). Aplicar la forma adecuada de la regla
de la cadena para expresar las derivadas parciales 9F/dr, 9F/ds, y2F/dten funcién de las
derivadas parciales de f, X, Y y Z.

Resolver el ejercicio 6 en cada uno de los casos particulares siguientes:

a) X(r,s,t)=r+s+1¢t, Y(r,s,t)=r —2s + 3t, Z(r,s,t) =2r +s5 — t.

b) X(r,s,8) =r® 4+ 5% +12, Y(r,s,t) =r2 — 2 — 12, Z(r,s,1) = r2 — s + 12,
Las ecuaciones u = f(x,y,2), x = X(s,1), y = Y(s,1), z = Z(s, t) define u como funcién
de s y ¢, sea ésta u = F(s,t). Aplicando una forma adecuada de la regla de la cadena

expresar las derivadas parciales 0F/ds y 9F/dfen funcién de las derivadas parciales de
L X, YyZ
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Resolver ¢l ejercicio 8 en cada uno de los casos particulares siguientes:

a) X(s,t) = s +¢2, Y(s,1) =52 — 12, Z(s, t) = 2st.

b) X(s,t) =5 + 1, Y(s,t) =5 — ¢, Z(s, 1) = st.

Las ecuaciones u = f(x,¥), x = X(r,s,f), y = Y(r,5,1) definen u como funcién de r, s y
t, sea ésta u = F(r,s,t). Aplicar una forma adecuada de la regla de la cadena y expre-
sar las derivadas parcialesdF/ar, 8F[dsy @F/dt en funcién de las derivadas parciales de
,XeY.

aesolver el ejercicio 10 en cada uno de los casos particulares siguientes:

a) X(r,s,t)=r + s, Y(r,s,t) =1t.

by X(r,s,t)=r +s5 + ¢, Y(r,s,t) = r? + 5% 4+ 12,

¢) X(r,s,t) =v+/s,’ Y(r,s, t) = s/t.

Sea h(x)=/f[g(x)], donde g =(g,...,8) es un campo vectorial diferenciable en a,
y f un campo escalar diferenciable en b = g(a). Utilizar la regla de la cadena para de-
mostrar que ¢l gradiente de A puede expresarse como combinacion lineal de los vectores
gradientes de los componentes de g, asi:

Vh(a) = f D f(b)Vg,(a).
k=1

a) Si f(x,y,z) =xi+ )j + zk demostrar que la matriz jacobiana Df (x,y,z) es la
matriz identidad de orden 3.
b) Hallar todos los campos vectoriales diferenciables f:R® - R3 para los que la ma-

triz jacobiana Df (x,y,z) es la matriz identidad de orden 3.

¢) Hallar todos los campos vectoriales diferenciables f: R¥*—~R?®para los que la matriz
jacobiana es una matriz diagonal de la forma diag(p(x), (), r(z)), en la que p, g y r
son funciones continuas dadas.

Sean f:R2 - R?y g: R? — R? dos campos vectoriales definidos del siguiente modo:

f(x,y) = i tsen (y + 2x)J,
glu,v,w) = (u + 202 +3w)i + v — u?)j.

a) Calcular cada una de las matrices jacobianas Df(x,y) y Dg(u, v, w).
b) Calcular la funcién compuesta F(u,v, w) = flg(u, v, w)].

¢) Calcular la matriz jacobiana DA(1, —1,1).

Sean f: R® - R%y g: R® - R%dos campos vectoriales definidos como sigue:

fx,y,zy =2 +y +2)i + 2x +y + 29/,
glu, v, w) = ur*w + w?senvj + u’ek.
a) Calcular cada una de las matrices jacobianas Df(x,y,z) y Dg(u, v, w).

b) Calcular la funcién compuesta h(u, v, w) = flg(w, v, w)1.
¢) Calcular la matriz jacobiana DA(u, 0, w).

* 8.23 Condiciones suficientes para la igualdad de las derivadas parciales mixtas

Si f es una funcién real de dos variables, las dos derivadas parciales mixtas

D..f vy D,,f no son necesariamente iguales. Con la notacién D,,f queremos
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significar D(D, f) = 0%/(0x dy) y con D,,/ significar Dy(D,f) = 0%/(dy ox).
Por ejemplo, si f esta definida por las ecuaciones

2

Y. para (x,3)%(0,0), f(0,0) =0,

x? —
x4+ y

f(x,y) =xy

es sencillo demostrar que D,:f(0,0) = —1 y D,,f(0,0) = 1. Esto puede verse
asi:
La definicién de D,,f(0, 0) establece que

(8.30) D,1/(0,0) = lim 21/ 0 = D, f(0,0)

k-0 k
Ahora bien ,

h—0

0

y, si (x,y) 5= (0, 0), encontramos
y(xt 4+ axPy? — Y

Dufey) = 2=

Por consiguiente, si kK # 0 tenemos D,f(0,k) = —k°/k* = —k y por tanto

D,f(0,k) — D,f(0,0)
p -

—1.

Aplicando este resultado en (8.30) encontramos que D,.f(0,0) = —1. Con ra-
zonamiento parecido demostramos que D;,.f(0,0) = 1, y por tanto D,.f(0,0) #
# D, »f(0, 0).

En el ejemplo que acabamos de considerar las dos derivadas parciales mix-
tas D:.f y D.,f son ambas no continuas en el origen. Puede demostrarse que
las dos parciales mixtas son iguales en un punto (a, b) si por lo menos una de
ellas es continua en el punto. Demostraremos primero que son iguales si ambas
son continuas. Con mayor precisién, tenemos el teorema siguiente.

TEOREMA 8.12. CONDICION SUFICIENTE PARA LA IGUALDAD DE LAS DERIVA-
DAS PARCIALES MIXTAS. Si f es un campo escalar tal que las derivadas parciales
Dif, Dif, Diaf y Daif existen en un conjunto abierto S. Si (a,b) es un
punto de S, y en tal punto Dy,f y D ,\f son continuas, entonces tenemos

(831) Dl,zf(as b) = D2,1f(as b) .

Demostracion. Elijamos h y k no nulos tales que el rectangulo R(h, k)
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con vértices (a, b), (a + h,b), (a+ h, b+ k) y (a,b + k) esté situado en S.
(Véase figura 8.9.)

(a, b+ k) (@a+h, b+k)

[~ n

+ _
3 4
(a, b) (a+h, b)

Ficura 89 V(hk) es una combinacién de los valores de f en los vértices.
Consideremos la expresién

Ah,k)y=f(a+ h,b+k)—fla+ h b)—fla, b+ k) + f(a,b).

Es ésta una combinacién de los valores de f en los vértices de R(h, k), tomados
con los signos algebraicos indicados en la figura 8.9. Expresaremos A(h, k) en
funcién de D,.f y también de D, ,f.

Consideremos una nueva funcién G de una variable definida por la ecuacién

G(x)=f(x,b + k) = f(x,))

para todo x comprendido entre a y a + h. (Geométricamente, consideramos los
valores de f en aquellos puntos en los que una recta vertical corta los lados hori-
zontales de R(h, k.) Tenemos entonces

(8.32) A(h, k) = G(a + K) — G(a).

Aplicando el teorema del valor medio uni-dimensional al segundo miembro de
(8.3) obtenemos G(a + k) — G(a) = hG'(x,), siendo x; un punto situado entre
a 'y a+ h. Puesto que G’'(x) = D,f(x,b + k) — D:f(x, b), la ecuacién (8.32)
se transforma en

(8.33) A(h, k) = h[D,f(x;, b + k) — D, f(x,, b)].
Aplicando el teorema del valor medio al segundo miembro de (8.33) obtenemos

(8.34) A(h, k) = hk Dy f(x1, y1)
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siendo y,un punto situado entre b y b 4+ k. El punto (x1,y,) pertenece al rec-
tingulo R(h, k).

Aplicando el mismo procedimiento a la funcién H(y) = fa + h,y) — f(a, y)
encontramos una segunda expresién para A(h, k), o sea,

(8.35) A(h, k) = Bk D, 5 f(x3, y2),

donde (x,,y,) pertenece también a R(h, k). Igualando las dos expresiones de
A(h, k) y suprimiendo hk obtenemos

D5 f(x1, 31) = Do 1 f(X2, y2) -

Hagamos ahora que (4, k) — (0, 0) y teniendo en cuenta la continuidad de D, ,f
y D..f en el punto (a, b) obtenemos (8.31).

El razonamiento anterior puede modificarse para demostrar una versién més'
fuerte del teorema 8.12.

TEOREMA 8.13. Si f es un campo escalar para el cual existen las derivadas
parciales D\f, Dsf y D ,f en un conjunto abierto S que contenga (a, b), y si ademds
Ds,.f es continua en S, entonces existe la derivada D .f(a. b) y tenemos

D, .f(a,b)= D, 1 f(a, b).

Demostracién. Definamos A(h, k) como en la demostraciéon del teorema
8.12. La parte de la demostracién que lleva a la ecuacion (8.34) es valida, dan-
donos

A(h, k)

(8.36) P

= Dy f(x1, y1)

para un cierto (x,,y,) del rectdngulo R(A, k). El resto de la demostracién no es
aplicable ya que precisa de la existencia de la derivada D, ,f(a, b), que es justa-
mente lo que deseamos demostrar.

La definicién de D,.f(a, b) establece que

(8.37) i Dy.of(a, b) = lim D,f(a + h, b) — D,f(a, b) .

R—0 h
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Vamos a demostrar que este limite existe y que tiene el valor D, ,f(a, b). A par-
tir de la definicién de D,f tenemos

D,f(a, b) = lim [ b+ 0 = /@b

k0 k

Df(a+ h by =limi@thb+B—-flathb)

k-0 k

Por tanto el cociente de diferencias (8.37) puede escribirse del siguiente modo

D,f(a + h, b) — Dyf(a, b) _ lim A(h, k)
h -0 hk

Teniendo en cuenta (8.36) podemos ponerlo en la forma

sz(a + h, b) - D2f(as b) = lim D2 1f(x1 yl)'

h k—0

(8.38)

Para completar la demostracién tenemos que probar que

(8.39) _ : lim I:lim Dy f(xy, .VI)] = D,,f(a, b).

a=0 [ k-0

Cuando k — 0, el punto y; = b, pero es desconocido el comportamiento de x;
como funcién de k. Si suponemos que x; se aproxima a algin limite, sea X,
cuando k = 0, entonces por la continuidad de D,;f deducimos que

lim Dy, f(xy, y,) = D,,f(%,b).

k-0
Puesto que ¢l limite x estaria en el intervalo @ < ¥ =< a+h, podemos suponer que

h = 0 y deducir (8.39). No obstante, por el hecho de que % depende de k de for-
ma desconocida, se hace necesario un argumento algo mds sélido.
En virtud de la ecuacién (8.38) sabemos que existe el siguiente limite:

En; Dy f(x1, y1).
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Designemos este limite con F(h). Para completar la demostracién hay que pro-
bar que

h—0

lim F(h) = D,,f(a, b).

A tal fin apelamos a la definicién de continuidad de D..f en (a, b).

Sea € un ndmero positivo dado. La continuidad de D,,f en (a, b) significa
que existe un disco abierto N con centro en (a, b) y radio 8, por ejemplo, tal
que

(8.40) ID2af(x, ¥) = D31f(a, )| < > siempre que (x, )€ N

Si elegimos A y k de manera que |k < /2 y |k| < 8/2, todo el recténgulo
dibujado en la figura 8.9 estard contenido en el entorno N y, en particular, el
punto (x,,y,) estard en N. Por consiguiente (8.40) es vilida cuando (x, y) =
= (%1, y,) ¥ podemos escribir

(8.41) 0 < |Dyy f(x1, y1) — Dy 1 f(a, b)| < EE .

Mantengamos ahora fijo # y hagamos que k => 0. El término D, ,f(x,, y,) tiende
a F(h) y los otros términos de (8.41) son independientes de k. Tenemos por tanto

0 <'|F(h) — Dy, f(a, b)| < g <e,

con tal que 0 < |h| < 8/2. Pero éste es precisamente el significado de la pro-
posicién

lim F(h) = D,,f(a, b)
h—=0
¥, como ya dijimos, esto completa la demostracién.

Nota: Debera observarse que el teorema es también vilido si en €l enunciado intercam-
biamos Dn.zf y Dz,lf.

8.24 Ejercicios varios

1. Hallar un campo escalar § que satisfaga las dos condiciones siguientes-
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Ejercicios varios

a) Existen y son nulas las derivadas parciales Dif(0,0) y D:f(0,0).
b) Existe la derivada direccional en el origen en la direccién del vector { 4+ j y tiene
el valor 3. Explicar por qué tal funcién f no puede ser diferenciable en (0,0).

. Sea f una funcién definida como sigue:

x2_y2

feN=yagE 8 6N #0.0,  f0,0=0.

Calcular, cuando existan, las derivadas parciales siguientes: D, f(0,0), D,f(0,0),
D2.1f(03 0): Dl,zf(oa O)'
. Sea f(x,y) = xaxf ye si (x,y) # (0,0), y definamos f(0,0) = 0.

a) Demostrar que la derivada f '(0; a) existe para todo vector @ y calcular su valor
en funcién de los componentes de a.
b} Determinar si f es o no continua en el origen.

4, Definamos f(x,y) = j' a/ v o1 dt para x > 0, y > 0. Calcular df/dx en funcién de x e y.

. Supongamos que las ecuaciones u = f(x,y), x = X(t), y = Y(¢) definen u como funcién
de t, u = F(¢). Calcular la derivada tercera F"'(#) en funcién de las derivadas de
[, X,eY.

. El cambio de variables x = u + v, y = uy* transforma f(x,y) en g(u,v). Calcular el
valor de ?%¢/(@v 9u) en el punto en el que u =1, v = 1, sabiendo que

A A A i

en dicho punto.

. El cambio de variables x = uv, y =4 (1 — v?) transforma f(x,y) en g(u, v).

a) Calcular dg/du, 9¢/ov y 2%¢/(2u dv)en funcién de las derivadas parciales de f. (Pue-
de suponerse la igualdad de las parciales mixtas.)

b) Si |V{f(x,y)|? = 2 para todo x ¢ y, determinar las constantes a y b tales que

ag 2 Bg 2 .
R

. Dos funciones F y G de una variable y una funcién z de dos variables estin ligadas
por la ecuacién

[F(x) + G(y)]2 erlev) — ZF’(x)G'(y)

con tal que F(x) + G(y) ¢ 0. Demostrar que la derivada parcial mixta D;.z(x,y) nunca
es cero. (Puede suponerse la existencia y continuidad de todas las derivadas que
aparezcan.)

. Un campo escalar f es acotado y continuo en un rectangulo R = [a, b] X [c, d]. Se de-
fine en R un nuevo campo escalar g del modo siguiente:

gw,) = ["[[*foe )y dx] dy.
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10.

11.

12,

13.

14.

Cdlculo diferencial en campos escalares y vectoriales

a) Puede demostrarse que para cada u fija en [a,b] la funcién A definida en [e¢, d]
mediante la ecuacién A(y) = _f‘; f(x,y) dx es continua en [c,d]. Utilizar este resultado
para demostrar que dg/dv existe y es continua en el rectingulo abierto S = (g, b) X (c, d)
(el interior de R).

b) Supéngase que

i1 s ae] o = [ )5

para todo (u,v) de R. Demostrar que g es diferenciable en S y que las derivadas parcia-
les mixtas Dy.g{u, v) y D:,g(u, v) existen y son iguales a f(u, v) en cada punto de S.

En relacién con el ejercicio 9. Supdngase que u y v se expresan paramétricamente del
siguiente modo: u = A(t), v = B(t); y sea o(f) = g[A®®), B(H)]1.

a) Determinar ¢'(f) en funcién de f, A" y B’.

b) Calcular ¢'(#) en funcién de ¢ cuando f(x,y) = e*t¥ y A(t) = B(t) = £ (Supdngase
que R esta situado en el primer cuadrante.)

Sif(x,y.2)=(r X A):(r x B), siendo r = xi + yi +zk y A y B son vectores cons-
tantes, demostrar que Vf(x,y,z) =B x (r X A) + 4 X (r x B).

Sear = x|i + )i + zk'y pongamos r = ||r||. Si 4 y B son vectores constantes, demos-
trar que:

1 Ar
a) A- V|- = ——.
r

r

b)B-V(A-V(l)) =3A-rB-r_A-B

¥ rd rd

Hallar el conjunto de todos los puntos (a, b, ¢), en el espacio de 3 dimensiones, en los
cuales las dos esferas (x —a) + (y —bY +(z— ¢V =1y x*+y + 22=1 se cortan
ortogonalmente, (Sus planos tangentes deberdn ser perpendiculares en cada punto de
interseccién.)

Un cilindro cuya ecuacién es y = f(x) es tangente a la superficie z + 2xz + y =0 en
todos los puntos comunes a las dos superficies. Hallar f(x).
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APLICACIONES DE CALCULO DIFERENCIAL

9.1 Ecuaciones diferenciales en derivadas parciales

Los teoremas de Célculo diferencial desarrollados en el capitulo 8 tienen
gran numero de aplicaciones. Este capitulo muestra su utilizacién en algunos
ejemplos relativos a las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, a las
funciones implicitas y a problemas de extremos. Comenzamos con algunas obser-
vaciones elementales referentes a las ecuaciones diferenciales en derivadas par-
ciales.

Una ecuacién que relaciona un campo escalar f y sus derivadas parciales se
llama ecuacion diferencial en derivadas parciales. Dos ejemplos sencillos en los
que f es una funcién de dos variables son la ecuacién de primer orden

9.1) S0 _ g
0x

y la de segundo orden

Y (x,y) |, f(x,y)
9.2) —0.
( Ox* + oy* 0

Cada una de ellas es una ecuacién diferencial en derivadas parciales lineal ho-
mogénea. Esto es, cada una tiene la forma L(f) = 0, siendo L un operador dife-
rencial lineal que contiene una o més derivadas parciales. La ecuacién (9.2) se
llama ecuacién de Laplace bi-dimensional.

Parte de la teoria de las ecuaciones diferenciales lineales ordinarias puede
extenderse a las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales. Por ejemplo, es
facil comprobar que para cada una de las ecuaciones (9.1) y (9.2) el conjunto
de soluciones es un espacio lineal. Sin embargo, hay una diferencia importante

345
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entre las ecuaciones diferenciales lineales en derivadas parciales y las lineales
ordinarias, que debe ser mencionada desde el principio. Ponemos de manifiesto
esa diferencia comparando la ecuacién en derivadas parciales (9.1) con la ecua-
cion diferencial ordinaria

(9.3) f(x)=0.

La funcién mas general que satisface (9.3) es f(x) = C, siendo C una cons-
tante arbitraria, Es decir, el espacio-solucién de (9.3) es uni-dimensional. Pero
la funcién de tipo mds general que satisface (9.1) es

fx, ) =g,

donde g es una funcién cualquiera de y. Puesto que g es arbitraria podemos
obtener con facilidad un conjunto infinito de soluciones independientes. Por ejem-
plo, podemos tomar g(y) = e y hacer que ¢ varfe en todo el campo real. Asi
pues, el espacio solucidén de (9.1) es de infinitas dimensiones.

En ciertos aspectos este ejemplo refleja lo que en general ocurre. Algunas
veces en la resolucién de una ecuacién en derivadas parciales de primer orden,
se precisa una integracién para hacer desaparecer cada derivada parcial. Entonces
se introduce un funcidén arbitraria en la solucién. Esto ocurre en un espacio de
soluciones de infinitas dimensiones.

En muchos problemas que incluyen ecuaciones en derivadas parciales es
preciso seleccionar del conjunto de soluciones una solucién particular que satis-
faga una o mas condiciones auxiliares. Como es légico la naturaleza de esas
condiciones tiene un efecto profundo en la existencia o en la unicidad de las
soluciones. En este libro no se llegard a un estudio sistemético de tales proble-
mas. En cambio, trataremos algunos casos particulares para ilustrar las ideas
introducidas en el capitulo 8.

9.2 Ecuacién en derivadas parciales de primer orden con coeficientes constantes

Consideremos la ecuacién en derivadas parciales de primer orden

(9.4) 3 of (x, y) 42 o (x, y) _
ax av

0.

Todas las soluciones de esta ecuacién pueden encontrarse mediante considera-

ciones geométricas. Expresemos el primer miembro como un producto escalar,
y pongamos la ecuacién en la forma

Gi+2j) Vf(x,») = 0.
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Esto nos dice que el vector gradiente V f(x,y) es ortogonal al vector 3i + 2j en
cada punto (x,y). Pero sabemos también que V{(x,y) es ortogonal a las curvas
de nivel de f. Luego esas curvas de nivel deben ser rectas paralelas a 3i+2j.
Es decir, las curvas de nivel de f son las rectas

2x — 3y =c.
Por lo tanto f(x,y) es constante cuando 2x — 3y es constante, Esto sugiere que
(9.5) S(x,y) = g(2x — 3y)

para alguna funcién g.

Comprobemos ahora que, para cada funcién diferenciable g, el campo esca-
lar f definido por (9.5) satisface realmente (9.4). Utilizando la regla de la cadena
para calcular las derivadas parciales de f encontramos

of of

L= 20'(2x = 3 T~ _3g0x —

3, — 28 (2x~3), 2 3g'(2x — 3y),
0 0
3—f—+2—i=6g'(2x—-3y)—6g’(2x-—3y)=0.
ox dy

Por consiguiente, f satisface (9.4).

Reciprocamente, podemos demostrar que toda funcién f diferenciable que
satisfaga (9.4) necesariamente debe ser de la forma (9.5) para una cierta g.
Para ello, introduzcamos un cambio lineal de variables,

(9.6) x = Au + Bv, y=Cu+ Dv.

Este transforma f(x,y) en una funcién de u y v, sea ésta
h(u, v} = f(Au + Bv, Cu + Dv).

Elegiremos las constantes A, B, C, D de modo que A satisfaga la ecuacién més
sencilla

(97) ah(u, U) —0.
ou

La resolveremos y demostraremos que f tiene la forma deseada.
Con la regla de la cadena encontramos

oh_ofox, Woy_of o |
ou dxodu Jdydu Ox dy
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Puesto que f satisface (9.4) tenemos df/dy =—(3/2)(3f/dx), por lo que la ecua-
cién toma la forma

dh of 3
Z=4(4-2¢).
du ax( ZC)

Por consiguiente, h satisfard (9.7) si elegimos 4 = 3C. Tomando A =3y C = 2
encontramos

(9.8) x = 3u 4+ Bv, y=2u+ Dr.

Con esta eleccién de A y C, la funcién h satisface (9.7), asi que A(u,v) es una
funcién sélo de v,

h(u, v) = g(v)

para una cierta funcién g. Para expresar v en funcién de x e y eliminamos u cn
(9.8) y obtenemos 2x — 3y = (2B — 3D)v. Elijamos ahora B y D de manera que
2B — 3D =1, por ejemplo B = 2, D = 1. Para estos valores la transformacién
(9.6) es no singular; tenemos v = 2x — 3y, y por tanto

S, p) =hu, v) = g(v) = g(2x — 3y).

Esto demuestra que toda funcién diferenciable f solucién de (9.4) tiene la for-
ma (9.5).

El mismo tipo de razonamiento demuestra el siguiente teorema para las
ecuaciones de primer orden cen coeficientes constantes.

TEOREMA 9.1. S/ g es una funcidn diferenciable en R* y f es el campo
escalar definido en R* por medio de la ecuacién

(9.9) f(x,)’) = g(bx - a)/);

en la que a y b son constantes, no simulténeamente nulas, entonces f satisface
la ecuacion en derivadas parciales de primer orden

.10) LA Y
0x dy

en todo R*. Reciprocamente, toda solucién diferenciable de (9.10) tiene necesaria-
mente la forma (9.9) para una cierta g.
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9.3 Ejercicios

En este conjunto de ejercicios puede suponerse la diferenciabilidad de todas las fun

ciones que se consideran.

1.

Determinar la solucién de la ecuacién en derivadas parciales

4 of (x, y) +3 of (x, y)

ox ay =0

que satisfaga la condicién f(x,0) = sen x para todo x.
Determinar la solucién de la ecuacién en derivadas parciales

s Yy
ox ay

que satisfaga las condiciones f(0,0) = 0, y D.f(x,0) = ¢° para todo x. '
a) Si u(x,v¥) = f(xy), demostrar que u satisface la ecuacién en derivadas parciales

ou ou

Hallar una solucién tal que u(x,x) = x*e?* para todo x.
b) Si v(x,y) = f(x/y) para y = 0, demostrar que v satisface la ecuacién en derivadas
parciales

av dv
+y— = 0.

Hallar una solucién tal que v(1,1) = 2 vy Dww(x,1/x) = 1/x para todo x = 0.
Si g(u,v) satisface la ecuacién en derivadas parciales

Pg(u,v)
oudv

demostrar que g(u, v) = pi(u) + @:(v), donde ¢,(u) es una funcién sélo de u y @.(v)
Io es dnicamente de v.

Supbngase que f satisface la ecuacién en derivadas parciales
a“"f a2f *f

T axay 35)?:0'

Introducir el cambio lineal de variables x = Au + Bv, y = Cu + Dv, siendo A, B, C, D
constantes, y péngase g(u, v) = f(Au + Bv, Cu + Dv). Calcular valores enteros no nulos
de A, B, C, D para los que g satisfaga &g/ (du dv) = 0. Resolver esta ecuacién corres-
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pondiente a g y determinar luego f. (Supdngase la igualdad de las derivadas parciales
mixtas.)

Una funcién u estd definida mediante una ecuacién de la forma

x+y)

u(x, y) = xyf( p

Demostrar que u satisface la ecuacién diferencial de la forma

, Ou L Ou

o 2 0
x ox 3 G(x, y)u,

y hallar G(x,y).
La sustitucién x = e®, y = et transforma f(x,y) en g(s, 1), siendo g(s,t) = f(e*, et). Si se
sabe que f satisface la ecuacién en derivadas parciales

0*f 2°f of of
a_J e _J o o
xax2+y a)}2+xax+yay—0,

demostrar que g satisface la ecuacidn en derivadas parciales

d
ds

0

‘ og’
%M

|
I
e

+

(&
hY)
(&

1

Sea f un campo escalar diferenciable en un conjunto abierto S de R". Decimos que f es
homogénea de grado p en S si

Sux) = t5f(x)

para todo £ > 0 y todo x de S para los que fx € S. Demostrar que para un campo es-*
calar homogéneo de grado p se tiene

x Vf(x) =pf(x) para cada xdeS.

Este es el llamado teorema de Euv.er para las funciones homogéneas. Si x = (x1,..., Xn)
puede expresarse del siguiente modo
of of
xl“a;'l + - +xn—ax—n =pf(x1,... s Xp).

[Indicacidn: Para x,fijo, definase g(t) = f(rx) y calcular g'(1).]

Demostrar el reciproco del teorema de Euler. Esto es, si f satisface x.Vf(x)= pf(x)
para todo x en un conjunto abierto S, f debe ser homogéneo de grado p en S. [Indica-
cidn: Para x, fijo, definase g(#) = f(rx) — t»f(x) y calcular g'(#).]
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10. Demostrar la siguiente extensién del teorema de Euler para funciones homogéneas de
grado p en el caso de dos dimensiones. (Supéngase la igualdad de las derivadas par-

ciales mixtas.)

L
et xyaxay_+y-a—);§=p(p—l)f.

9.4 La ecuacién de ondas uni-dimensional

Imaginemos una cuerda tensa de longitud infinita a lo largo del eje x y que
puede vibrar en el plano xy, Designemos con y = f(x, t} el desplazamiento ver-
tical de la cuerda en el punto x en el instante . Supongamos que, en el instante
¢t = 0, la cuerda estd desplazada tomando la forma de una curva y = F(x). En la
figura 9.1 a) se representa un ejemplo. Las figuras 9.1 b) y c) muestran las posi-
bles curvas de desplazamiento para valores posteriores de ¢. Consideremos el des-
plazamiento f(x, t) como una funcién incégnita de x y ¢ que hay que determinar.
Un modelo matematico para este problema (sugerido por consideraciones fisicas
que aqui no comentaremos) es la ecuacién en derivadas parciales

P _ 20
ot ox®’
en la que ¢ es una constante positiva que depende de las caracteristicas fisicas de

la cuerda. Esta ecuacién es la llamada ecuacidn de ondas uni-dimensional. La re-
solveremos teniendo en cuenta ciertas condiciones auxiliares.

y
y
y=.f(x,0)
JANTAS
X 4 } + ' X
-1 0 1 -2-1 0 1 2
a)tr=90 ct=1

Ficura 9.1 Curva de desplazamiento y = f(x,t) para varios valores de t.

Puesto que el desplazamiento inicial es la curva dada y = F(x), vamos a
buscar una solucién que satisfaga la condicién

f(x,0) = F(x).
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Supondremos también que dy/dt, la velocidad de desplazamiento vertical, estd
dada en el instante # = 0, a saber

D.f(x,0) = G(x),

siendo G una funcién dada. Parece razonable pensar que esta informacién debe-
ria bastar para determinar el subsiguiente movimiento de la cuerda. Demostrare-
mos que esto es cierto, efectivamente, determinando la funcién f por medio de

F y G. La solucién se expresa en una forma dada por Jean d’Alembert (1717-
1783), matematico y filésofo francés.

TEOREMA 9.2. SOLUCION DE D’ALEMBERT DE LA ECUACION DE ONDAS. Dadas

las funciones F y G tales que G es derivable y F dos veces derivable en R'. La
funcién f dada por la férmula

F — x+ct
9.11) fx, 1) = ("+"')“2LF (x—ct) 4 21 G(s) ds
C Jr—ect

satisface la ecuacion de ondas uni-dimensional

©.12) f_ 29F

ot? ox?
y las condiciones iniciales

(9.13) S(x,0) = F(x),  Dyf(x,0) = G(x).

Reciprocamente, cualquier funcion f con derivadas parciales iguales que satisfaga
(9.12) y (9.13) tiene necesariamente la forma (9.11).

Demostracién. Comprobar que la funcién f dada por (9.11) satisface la
ecuacién de ondas y las condiciones iniciales,es un ejercicio que dejamos al lector.
Demostraremos el reciproco.

Un modo de hacerlo consiste en suponer que # es una solucién de la ecuacién
de ondas, introducir un cambio lineal de variables,

x = Au + Bv, t = Cu + Dv,

que transforma f(x, t) en una funcién de u y v,

g(u, v) = f(Au + Bv, Cu + Dv),
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y elegir las constantes A, B. C, D de modo que g satisfaga la ecuacién més sen-
cilla

d°g

=0,
du ov

Resolviendo esta ecuacién encontramos que g(u, v) =¢,(1)+@.(v), donde @,(u) es
una funcién de u solamente y donde g,(v) s6lo lo es de v. Las constantes A, B,
C, D pueden elegirse de manera que u=x+ct, v =x—ct, de donde obtenemos

(9.14) S(x, 1) = @i(x + ¢t) + @a(x — ct).

Hecho esto utilizamos las condiciones iniciales (9.13) para determinar las fun-
ciones ¢, y ¢ por medio de las funciones dadas F y G.

Obtendremos (9.14) por medio de otro método que utiliza el teorema 9.1
y evita el cambio de variables. Escribimos primero la ecuacién de ondas en la
forma

(9.15) Li(L,f) =0,

siendo L, y L, operadores diferenciales lineales de primer orden dados por

Sea f una solucién de (9.15) y pongamos
u(x, t) = Ly f(x, 1).

La ecuacién (9.15) establece que u satisface la ecuacién de primer orden L,(u)=0.
Luego, segin el teorema 9.1 tenemos

u(x, 1) = ¢(x + ct)

para una cierta funcién ¢, Sea @ una funcién primitiva de ¢, tal como &(y) =
¥ p(s)ds, y pongamos

o(x, ) = id)(x + ct).
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Demostraremos que L.(v) = L,(f). Tenemos

ov 1 av 1
— = =@ t —==¢ ),
ox e ey G= Pt
asi que
av ov ,
sz=5+ca—=(b(x+ct)=(p(x+ct)=u(x,t)=L2f.
X

Es decir, la diferencia f — v satisface la ecuacién de primer orden

Ly(f~v)=0.

Segin el teorema 9.1 debe ser f(x, t) — v(x, t) = ¢(x — ct) para una cierta fun-
cion ¢. Por consiguiente

S, ) =v(x, ) + p(x — ct) = 2%:(1)(x + ct) + p(x — ci).

Esto demuestra (9.14) poniendo ¢, = ‘% Dy @y =y

Utilicemos ahora las condiciones iniciales (9.13) para determinar las funcio-
nes ¢, y ¢, por medio de las funciones dadas F y G. La relacién f(x, 0) = F(x)
implica

(9.16) P1(x) + @a(x) = F(x).
La otra condicién inicial, D,f(x, 0) = G(x), implica

9.17) cgi(x) — epy(x) = G(x).

Derivando (9.16) obtenemos

(9.18) P1(x) + gix) = F'(x).

Resolviendo (9.17) y (9.18) respecto a @, (x) ¥ @,(x) encontramos

, 1 1 , ,
P = TP + -G, i) = éf (x) — 2—16 G(x).
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Integrando esas relaciones llegamos a

F(x) = F(O) 1 [

G(s) ds,
2 2C.J0 ()

@i(x) — ¢(0) =

EQ_C_)__F(_OI — l MG(S) ds .

gaox) — ¢(0) = 5 )

Sustituyamos en la primera ecuacién x por x + ct y en la segunda x por x — ct.
Luego sumemos las dos ecuaciones que resulten y teniendo en cuenta que ¢,(0) +

¢,(0) = F(0) obtenemos

F(x + ¢t) + F(x — ct)
2

1 x+ct ‘
FG 1) = galx + e) + galx — ct) = +5-[ e as.
x—ct
Esto completa la demostracion.

EJEMPLO. Supongamos que el desplazamiento inicial viene dado por la
férmula

l +cosnx Ppara —1<x<1,
F(x) =
0 para x| >1.

yi % T
y = fx.0) = F(x)

¥y =Mx,2)
-1 0 1 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
a)t:O b)t=2

FiGUura 9.2 Solucién de la ecuacién de ondas representada para los valores t =0y t = 2.

La grafica de F se muestra en las figuras 9.1 a) y 9.2 a). Supongamos que la
velocidad inicial G(x) = 0 para todo x. Entonces la solucién que resulta de la
ecuacién de ondas viene dada por la férmula

fix = TEEDEIE =D




356 Aplicaciones de cdiculo diferencial

Las figuras 9.1 y 9.2 representan la curva y = f(x, ¢) para varios valores de t.
Las figuras ponen de manifiesto que la solucién de la ecuacién de ondas es una
combinacién de dos ondas estacionarias, una que se desplaza hacia la derecha y
la otra a la izquierda, cada una con velocidad c.

En los ejercicios que siguen se dan ejemplos en los que se utiliza la regla de
la cadena en el estudio de las ecuaciones en derivadas parciales.

9.5 Ejercicios

Podemos suponer en estos ejercicios la diferenciabilidad de todas las funciones que se
consideran. _
1. Si k es una constante positiva y g(x, ) = 3x/ V/k” ponemos

(z.)

f(x,r)=f“ e du.
0

a) Demostrar que

LAY Yo

ox ox y ot or

b) Demostrar que f satisface la ecuacién en derivadas parciales

92 d
k / *a{ (ecuacion del calor).

> —

ox=

2. Consideremos un campo escalar f definido en R* tal que f(x, y) dependa sélo de la dis-
tancia r del punto (x,y) al origen, f(x,y) = g(r), siendo r = (x? + y)%.
a) Demostrar que para (x,y) # (0,0) tenemos

aZf az_f 1 ! ”
i 5 -8 (r) +g"(r).

b) Supongamos ademds que f satisface la ecuacidn de Laplace,

92 02
J + _f — 0’
ax? ' 9yt
para todo (x,y) = (0,0). Demostrar, aplicando la parte a) que f(x,y)=alog (x* + y)+b
para (x,y) = (0,0), siendo @ y b constantes.
3. Repetir el ejercicio 2 en el caso n-dimensional, siendo n > 3. Esto es, supéngase que

f(x)=flx,...,x) = g(r), siendo r =| x|. Demostrar que
a*f ?f n-—1, "
a%+"' 3_x—$;= . gW +2"(r)
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para x # O.Si [ satisface la ecuacién de Laplace n-dimensional,

para todo x # O, deducir que f(x)=a |x||2" + b para x # O,siendo a y b constantes.

Observacion: El operador lineal V? definido por la ecuacién

2 a2 + an
f - Bx% + ax2

n

se llama laplaciana n-dimensional.

. Laplaciana bi-dimensional en coordenadas polares. La introduccién de coordenadas po-
lares x =rcos 8, y = rsen @, transforma f(x,y) en g(r,9). Comprobar las siguientes {or-
mulas:

9g\2 1/ ag\2
2) [[S/( cos 0, r sen0)2 = (8_5’) +_( a_go)

2f @ By 1% 1%
axt | 9P a? T o2a0r ' oror’

. Laplaciana tridimensional en coordenadas esféricas. La introduccién de coordenadas
esféricas

x = pcosseng, y = psenlsen g, zZ = pCos @,

transforma f(x,y,z) en F(p,8,¢). Este ejercicio indica cémo hay que proceder para
expresar la laplaciana V3 en funcién de las derivadas parciales de F.

a) Introducir primero las coordenadas polares x = rcos 8, y = rsen 6 para transformar
f(x,y,z) en glr,#,z). Utilizar el ejercicio 4 para demostrar que

02 1 a2 12 02
vr= 8 E t 28

or ré ag ror  8z%
b) Transformar luego g(r,8,z) en F(p, 8, ) tomando z =pcosg, r =pseng. Obsér
vese que, salvo un cambio de notacién, esta transformacién es la misma que la utilizada
en la parte a). Deducir

v 2F 20F 1 &F cos ¢ OF i *F
T 9p2 +7}3p + p? 2¢? + plseng dg + pisen @ 802"

. Este ejercicio pone de manifiesto que la ecuacién de Legendre aparece cuando busca-
mos soluciones de la ecuacién de Laplace que tengan una forma especial. Sea f un
campo escalar que satisfaga la ecuacién de Laplace tri-dimensional, V?*f = 0. Introduzca-
mos coordenadas esféricas como en el ejercicio 5 y pongamos F(p, 8, ¢) = f(x, ¥, 2).
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a) Supongamos que buscamos soluciones f de la ecuacién de Laplace tales que F(p, 6, ¢)
sean independientes de @ y tengan la forma particular F(p, 6, ¢) = p"G(p). Demostrar
que f satisface la ecuacién de Laplace si G satisface la ecuacién de segundo orden

d2G+ t dG+ DG =0
a9t co (pdcp n(n + =0.

b) El cambio de variable x = cosg (p =arccosx, —1 < x < 1) transforma G(p) en
g(x). Demostrar que g satisface la ecuacién de Legendre

d’s dg
—x) =L _2xC =
(I —x*) -5 —2x5= +n(n + 1)g =0.

7. Ecuacion bi-dimensional de ondas. Una membrana delgada y flexible estd extendida
sobre el plano xy y puede vibrar. Designemos con z = f(x, y, f) el desplazamiento vertical
de la membrana en el punto (x,y) en el instante ¢ Ciertas consideraciones fisicas su-
gieren que f satisface la ecuacién bi-dimensional de ondas

Y o(L ),

a ” o T

en la que ¢ es una constante positiva que depende de las caracteristicas fisicas de la
membrana. Este ejercicio revela una conexi6n entre esta ecuacién y la ecuacién diferen-
cial de Bessel.

a) Introducir coordenadas polares x = rcos®, y = rsen, y pongamos F(r, 6, {) =
= f(rcos @, rsend,t). Si f satisface la ecuacién de ondas demostrar que F satisface la
ecuacién

— = 2

or?

o*F RF 1F 1aF
or? + 1t 062 + r or

b) Si F(r,6,t) es independiente de o, F(r, 0,t) = o(r,t) la ecuacién a) se reduce a

2e 2p 1 d¢
B at " ror)”

Sea ahora ¢ una solucién tal que ¢(r, f) se escinde en el producto de una funcién de r
por una funcién de ¢, ¢(r, f) = R(r)T(¢). Demostrar que cada una de las funciones Ry T
satisface una ecuacién diferencial lineal de segundo orden,

¢) Si la funcién T del apartado b) es periédica de periodo 2#[c, demostrar que R sa-
tisface la ecuacién de Bessel r2R” + rR’ + r:R = 0.
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9.6 Derivacién de funciones definidas implicitamente

Algunas superficies en el espacio de tres dimensiones se representan por ecua-
ciones cartesianas de la forma

F(x,y,z)=0.

Una ecuacién como ésta, decimos, proporciona una representacion implicita de la
supetficie. Por ejemplo, la ecuacién x* + y* + z® — 1 = 0 representa la superfi-
cie de una esfera unidad con centro en el origen. Algunas veces es posible des-
pejar en la ecuacién F(x, y, z) = 0 una de las variables en funcidén de las otras
dos, por ejemplo z en funcién de x e y. Esto nos conduce a una o varias ecuacio-
nes de la forma

z=f(x,y).
Para la esfera tenemos dos soluciones,

Z=\x1—x2—y2 Yy Z=—‘\/1—x2—y2,

una representa la semiesfera superior, la otra la semiesfera inferior. ..

En general no resulta sencillo obtener una férmula explicita para z en fun-
cién de x e y. Por ejemplo, no hay un método para despejar con facilidad z en
la ecuacién y* + xz 4+ z* —e* — 4 = 0, Sin embargo, utilizando en forma ade-
cuada la regla de la cadena se pueden deducir varias propiedades de las derivadas
parciales df/dx y df/dy sin un conocimiento explicito de f(x, y). En esta seccién
se expone dicho método.

Supongamos que existe una funcién f(x, y) tal que

(9.19) Flx,y,f(x, )] =0
para todo (x, y) en un cierto conjunto abierto S, y que no sea posible dispo-

ner de férmulas explicitas para calcular f(x, y). Expresemos ésta diciendo que
F(x, y, z) = 0 define z implicitamente como funcién de x ¢ y, y escribamos

z=f(x,y).
Introduzcamos ahora una funcién auxiliar g definida en S como sigue:

g(x,y) = Flx, y, f(x, y)].
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La ecuacién (9.19) establece que g(x, y) = 0 en S; luego las derivadas parciales
dg/dx y dg/dy son también 0 en S. Pero también podemos calcular esas deriva-
das parciales mediante la regla de la cadena. Para ello escribamos

g(x3 }’) = F[ul(x9,y)! u2(x’ }’), us(X,y)]s

siendo u,x, y) = x, w(x,y) =y, ¥y us(x,y) = f(x,y). La regla de la cadena nos
da las férmulas

% _pr2 4 pp2ey pple, B_
ox ox ox

ou du du
=DF—24+ DF=4 D.F=2
ox G T 23y+33y’

en las que cada derivada parcial DiF estd calculada en (x, y, f(x, v)). Puesto que
tenemos

ou,
—l=q, =Z=9, Z_9
Ox ox dx Ox y

la primera de las ecuaciones anteriores se transforma en

pF+ prd -
Ox

Resolviéndola respecto a df/dx obtenemos

al = — DlF[xa ysf(xa y)]
Ox DyF(x, y, f(x, y)]

(9.20)

en los puntos en los que DyF[x, y, f(x, y)] # 0. Mediante un razonamiento pare-
cido obtenemos una férmula analoga para df/dy:

DoF[x, y, f(x, ]
D3F[xs yaf(xs y)]

of
(9.21) i

en los puntos en los que DyF[x, y, f(x, y)] # 0. Ordinariamente esas férmulas
se escriben mas brevemente asi:

of _ _9Ffox  of __ 0Fdy
Ox oF/dz’  dy oF[0z
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EJEMPLO. Supongamos que la ecuacién y* + xz + z* — ¢ — ¢ = 0 defi-
ne z como funcién de x e y, sea ésta z = f(x, y). Hallar un valor de la constante
c para el cual f(0, €) = 2, y calcular las derivadas parciales df/dx y 9f/dy en el
punto (x,y) = (0, e).

Solucion. Cuando x = 0, y = ey z = 2 la ecuacién toma la forma e* + 4
— e* — ¢ =0, y ésta se satisface para ¢ = 4. Sea F(x, y, z) = y* + xz + z* —
¢ — 4, De (9.20) y (9.21) obtenemos

o _____z of o ___ %
ox x+ 2z —e*’ dy x4 2z — e

Cuando x =0, y=e¢, y z = 2 encontramos 9df/dx = 2/(e* — 4) y 9f/dy =
2e/(e* — 4). Obsérvese que hemos podido calcular las derivadas parciales df/dx

y 0f/dy utilizando tan sélo el valor de f(x,y) en el punto (0, e).
La discusién anterior puede extenderse a funciones de mas de dos variables.

TEOREMA 9.3. Si F es un campo escalar diferenciable en un conjunto abier-
to T de R" y si suponemos que la ecuacion

F(xl,. . ,x,n) —_ 0
define implicitamente x, como funcion diferenciable de x, , ..., %u-1

xn =f(x1’ AL ’xn—l)’

para todos los puntos (xi,...,x,—,) en un cierto conjunto S de R"™, entonces
para cada k = 1,2,...,n — 1, la derivada parcial Dif viene dada por la férmula

_ D,F
D,F

(9.22) ' D.f=

en los puntos en los que D,F # 0. Las derivadas parciales D«F y D.F que apa-
recen en (9.22) estdn calculadas en el punto (x,, X3, ..., Xn—1, (X1, ..., Xn_1)).

La demostracién es una extensién directa del razonamiento utilizado para
deducir las ecuaciones (9.20) y (9.21) y la dejamos para el lector.

La discusién puede generalizarse en otro sentido. Supongamos dos superfi-
cies con las representaciones implicitas siguientes:

(9.23) F(x,y,2)=0, G(x,y,z) =0,

Si esas superficies se cortan a lo largo de una curva C, es posible obtener una
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representacién paramétrica de C resolviendo las dos ecuaciones (9.23) simulta-
neamente respecto a dos de las variables en funcién de la tercera, por ejemplo
x ¢ y en funcién de z. Supongamos que sea posible despejar x e y y que las solu-
ciones vengan dadas por las ecuaciones

x = X(2), y=Y(2)

para todo z en un cierto intervalo abierto (a, b) Entonces cuando x ¢ y se reem-
plazan por X(z) e Y(z), respectivamente, las dos ecuaciones (9.23) se satisfacen
idénticamente. Esto es, podemos escribir F[ X(z), Y(2), z] = 0 y G[X(z), Y(2), z]
= 0 para todo z de (a, b). Volviendo a usar la regla de la cadena, podemos cal-
cular las derivadas X’(z) e Y’(z) sin un conocimiento explicito de X(z) e Y(z).
Introduzcamos para ello dos nuevas funciones f y g por medio de las ecuaciones

J(D) =F[X(2), Y(2),2] ¥y g(z2) = G[X(2), Y (2), z].

Entonces f(z) = g(z) = 0 para todo z de (@, b) y por tanto las derivadas f'(z)
y g'(z) también son cero en (@, b). Con la regla de la cadena esas derivadas se
expresan con las férmulas

oF oF oF oG d
rfo=%xx+Evm+ %, g0=Lx@+%yre+%.
0x dy oz ox dy 0z
Puesto que f(z) y g(z) son ambas cero podemos determinar X’(z) e Y’(z) resol-
viendo el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

oF oF : oF
— X' — Y@ =—-—
o (z) + 2 (2) g
dG oG oG
vy XI hbcd YI = =
dx @+ dy ) 0z

En aquellos puntos en los que el determinante del sistema no es nulo, el sistema
tiene una sola solucién que, mediante la regla de Cramer, se puede expresar asi:

oF oF o or

oz dy ox 0z

%G 26 9 oG

' 0z dy , dx 0z
(9.24) X@=—-————, Y(@=—-——7——.
or o oF o

dx Oy ox dy

9 G 96 %G

ox dy dx dy
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Los determinantes que aparecen en (9.24) son determinantes de matrices de
Jacobi y se llaman determinantes jacobianos. Con frecuencia se emplea una nota-
cién especial para los determinantes jacobianos. Escribimos

EXES
0x, 0Ox, 0x,
a(fl;---sfn) =det .
o(xy,...,x,) . .
% o . U
| Ox, 0Ox, 0x,_

Con esta notacién, las férmulas (9.24) pueden expresarse mas brevemente en la
forma

_ AF, 63, 2)
3(F. G)focx, )’

_ o(F, G)/d(z, x)
A(F, G)fo(x, y)

(9.25) X'(z) Y'(2)

(El signo menos se ha incorporado a los numeradores permutando las columnas.)

El método se puede extender a casos mds generales en los que se dan m ecua-
ciones con n variables, siendo # > m obteniéndose m variables en funcién de
las n — m restantes. Las derivadas parciales de las nuevas funciones asf defini-
das se pueden expresar como cocientes de determinantes de Jacobi, generalizando
asi (9.25). En el ejercicio 3 de la seccién 9.8 se da un ejemplo en el que m = 2
yn=4,

9.7 Ejemplos resueltos

En esta seccion ilustramos algunos de los conceptos de la anterior resolviendo
algunos problemas relativos a funciones definidas implicitamente. ‘

EJEMPLO 1. Supongamos que la ecuacién g(x, y) = 0 determina y como
funcién derivable de x, sea ésta ¥y = Y(x) para todo x en un cierto intervalo (a, b).
Expresar la derivada Y"(x) en funcién de las derivadas parciales de g.

Solucidn. Sea G(x) = glx, Y(x)] para x en (a, b). Entonces la ecuacidn

g(x, y) = 0 implica G(x) =0 en (a, b). En virtud de la regla de la cadena
tenemos

, og og .,
G = —=.1 -5
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de la que obtenemos
dg/0x

 9g/dy

(9.26) Y'(x) _—

en los puntos x de (a, b) en los que dg/dy # 0. Las derivadas parciales dg/dx
y 9g/dy vienen dadas por las férmulas dg/dx = D,g[x, Y(x)] y 9g/dy = D.g
[x, Y(x)]. .

EjEMPLO 2. Cuando se elimina y entre las dos ecuaciones z = f(x, y).y
g(x, y) = 0, el resultado puede expresarse en la forma z = h(x). Expresar la deri-
vada #/(x) en funcién de las derivadas parciales de f y g.

Solucién. Supongamos que la ecuacién g(x, y) = O puede resolverse res-
pecto a y en funcién de x y que una solucién sea y = Y(x) para todos los valores
de x de un cierto intervalo abierto (a, b). Entonces la funcién s sera

h(x)=fIx, Y(x)] si xe(ab).
Aplicando la regla de la cadena tenemos
of  of

h(x)=5;+5)-’Y(x).

Con la ecuacién (9.26) del ejemplo 1 obtenemos la férmula

Las derivadas parciales del segundo miembro estdn calculadas en el punto (x, Y(x)).
Obsérvese que el numerador también puede expresarse como un determinante
jacobiano, resultando

_ A 9o )
dg/dy

EJEMPLO 3. Las dos ecuaciones 2x = v® — u® e y = wv definen u y v como
funciones de x ¢ y. Hallar las férmulas correspondientes a 0u/dx,du/dy,dv/dx,0v/0y.

k' (x)

Solucién. Si mantenemos fija y y derivamos las dos ecuaciones citadas con
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respecto a x, recordando que u y v son funciones de x e y, obtenemos

ov ou ov du
=P _ 0=ul =,
vax "ax y “ax+vax

Resolviendo estas ecuaciones respecto a du/dx y dv/dx encontramos

ou u dv v

ox u® 4 v* ox  ul4 ot

Por otra parte, si mantenemos fija x y derivamos las dos ecuaciones dadas res-
pecto a y obtenemos las ecuaciones

dv du dv du
0=20——2u_— 1=u_— —.
ay a7 “a T Vay

De este sistema de dos ecuaciones obtenemos

w__v o w__u
dy u®+4 ot gy ut+v

.
2

EJEMPLO 4. Sea u una funcién de x e y definida por la ecuacién
u=F(x - u,yu.
Hallar du/0dx y du/dy en funcién de las derivadas parciales de F.

Solucién. Supongamos que u = g(x, y) para todo (x, y) en un cierto con-
junto abierto S. Sustituyendo g(x,y) por u en la ecuacién original obtenemos

(927) g(x’ y) = F[ul(x: }’), "2(-": y)],

en donde u,(x, y) = x + g(x, y) y u.(x, y) =y g(x, y). Mantengamos ahora y
fija y derivemos ambos miembros de (9.27) respecto a x, empleando la regla de
la cadena en el segundo miembro, con lo que obtenemos

dg Ou,

—= = DyF DyF
(9.28) o 1 ax+ 2

Bug

ox
Perodu,/ox = 1 + dg[ox,y Ou,/0x = y dg/dx. Luego (9.28) se convierte en

g_g=D1F- (1+ag) +D2F-(ya—g).

X -a_x Ox
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Resolviendo esta ecuacién respecto a dg/dx (y poniendo 0u/0dx en lugar de 0dg/dx)
obtenemos

@ _ ""DIF
dx DF+ yD,F—1"
Del mismo modo encontramos

% _ pro 4 prd_pr8

og
=8 + D,Flv=2 M) -
3y 3 3 5 + D, (y + g(x y))

dy

Esto nos conduce a la ecuacién
ou _ —glx, y) D,F
dy D, F+yD,F—1

Las derivadas parciales D,F y D,F estdn calculadas en el punto (x + g(x,y),
y&(x, ¥)).

EJEMPLO 5. Cuando u se elimina entre las dos ecuaciones x = u + v €
y = wy? llegamos a una ecuacién de la forma F(x,y,v) = 0 que define implici-
tamente v como funcién de x e y, sea v = h(x, y). Demostrar que

oh __ h(x,y)
ox 3h(x,y) — 2x

y encontrar una férmula andloga para dh/0y.

Solucién. Eliminando u entre las dos ecuaciones dadas, obtenemos la re-
lacion

xv?—v* —y=0.
Sea F la funcién definida por la ecuacién
F(x,y,v) = xt® — 13 —y.

Podemos aplicar ahora lo dicho en la seccién 9.6 y escribir

(9.29) Oh _ _OFx o Oh_ _OFfoy
ox oF [ov dy oF [dv
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Pero 0F/0x = v?, 0F/dv = 2xv — 3v* y 0F/dy = —1. Luego las férmulas (9.29)
se convierten en

oh o v hx,p»
ox 2xv — 3v° 2x — 3v 3h(x,y) — 2x
oh —1 1

dy 20 — 30* 2xh(x, y) — 3h¥x, y)

EJEMPLO 6. La ecuacién F(x,y, z) = 0 define implicitamente z como fun-
cién de x e y, sea z = f(x,y). Suponiendo que 6*F/(0x 0z) = 0%F/(0z @x), de-

mostrar que tenemos
(5) (o) —2(65e) (62) () + () ()
9.30) °f dz* ax) dx dz/ \dz/ \dx az) ox*
' oxt (_af)3 ,
0z
donde las derivadas parciales del segundo miembro estdn calculadas en

(x,y, f(x, y)).
Solucién. Segin la férmula (9.20) de la seccién 9.6 tenemos,

(9.31) of _ _ 9Ffox

ox oF/oz

Hay que recordar que este cociente significa en realidad

_ DlF[x, y:f(x, y)] .
D3F[xa y’f(xa y)]

Introduzcamos G(x,y) = D,F[x,y, f(x,)] y H(x,y) = D,F[x,y, f(x,y)]. Nos
proponemos calcular la derivada parcial respecto a x del cociente

of _  G(x,p)

ox H(x, )’
manteniendo la y fija. Aplicando la regla de la derivacién de un cociente resulta,

52 _ ol
Ox ox

H2

o _ _
9.32) -



368

Aplicaciones de cdlculo diferencial

Puesto que G y H son funciones compuestas, usamos la regla de la cadena para
calcular las derivadas parciales 0G/dx y 0H/0x. Para 0G/dx tenemos,

0G
%S — D(D,F)- 1 + DYD,F)- 0+ DyDF)- L
Ox Ox
2 2
a F ’ PF of
0z 0x Ox

Andlogamente, encontramos

P
OH _ D(DSF) 1+ DyDyF)- 0 + DyDF)- L
ox ox
_FF Y
T ox 9z 9z ox

Sustituyendo en (9.32) y reemplazando df/dx por el cociente (9.31) obtenemos
la férmula (9.30).

9.8

Ejercicios

En los ejercicios de esta seccién se supone la existencia y la continuidad de todas las

derivadas que intervienen.

1.

Las dos ecuaciones x +y = uv y xy = u — v definen x e y como funciones implicitas
de u y v, sean éstas x = X(u, v) e y = Y(u, v). Demostrar que 8X/du=(xv — 1}/(x — y)
si x # y, y hallar formulas parecidas para dX/ov, 2Y/ou, 8Y/ov.

Las dos ecuaciones x + y = uv y xy = u — v definen x y v como funciones de u e y,
sean éstas x = X{(u,y) y v = V{i,y). Demostrar que 9X/du = (u + v)/(I+ yu) si
1 + yu = 0, y hallar las {érmulas de 0.X/2y, aV/du, aV/ay.

Las dos ecuaciones F(x,y,u, v)=0y, G(x, y,u,v) =0 determman x e y como funciones
implicitas de u y v, sean éstas x = X(u,v) e y = Y(u,v). Demostrar que

X UF, G)a(y, w)
du ~ AF, Q) d(x,y)

en los puntos en los que el jacobiano 9(F, G)/d(x,y) = 0, y hallar las férmulas para
las derivadas parciales 0X/dv, 3Y/du y dY/av.

La interseccion de las dos superficies dadas por las ecuaciones cartesianas 2x*+4 3y*—z'=
=23 y x'+y*'=2z' contiene una curva C que pasa por el punto P = (V7,3,4). Esas
ecuaciones pueden resolverse respecto a x ¢ y en funcién de z con lo que se obtiene la
representacion paramétrica de C con z como pardmetro.

a) Hallar un vector unitario T tangente a C en el punto P sin utilizar el conocimiento
explicito de la representacién paramétrica.

b) Confrontar el resultado del apartado anterior a) mediante la representacién para-
métrica de C con z como parimetro.
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5. Las tres ecuaciones F(u,v) = 0, u = xy y v = Vx* + 2’ definen una superficie en el espa-
cio xyz. Hallar un vector normal a esa superficie en el punto x =1, y=1, 2= V3 si
se sabe que D/F(1,2) =1 y D)F(1,2) =2.

6. Las tres ecuaciones

x? — ycos (w) + 22 =0,
x% 4 y? — sen(u) +22° =2,

Xy —senucosv + z =0,

definen x,y,z como funciones de u y v. Calcular las derivadas parciales x| ouy ox/dv
enelpuntox=_y=1,u=-:r/2,v=0,z=0. .

7. La ecuacién f(y/x,z/x) =0 define z implicitamente como funcién de x e y, sea esa
funcién z = g(x,y). Demostrar que

% _ gx,)
— — = X,

* ox +y dy &)
en los puntos en los que D.f[y/x,g(x,y)/x] es distinta de cero.

8. Sea F una funcién real de dos variables reales y supongamos que las derivadas parciales
D:F y D/F son siempre distintas de cero. Sea u otra funcién real de dos variables reales
tales que las derivadas parciales dufdx y dufdy estdn ligadas por la ecuacién F(du/éx,
du[3y) = 0. Demostrar que existe una constante n tal que

0%u % 92y \*
-3?.52 S \axdy)?

y encontrar n. Suponer que 2%u/(dx dy) = 9%u/(dy 9x).

9, La ecuacién x + z + (y + 2)* = 6 define z como funcién implicita de x e y, sea
z = f(x,y). Calcular las derivadas parciales 9f/dx, of/dy, ¥y 2*f](9x dy) en funcién de
X,y ¥ z ’

10. La ecuacién sen(x + y) + sen(y + z) = 1 define z como funcién implicita de x e y,
sea z = f(x,y). Calcular la derivada segunda D:.f en funcién de x,y,.y z.

11. La ecuacién F(x + y + z,x* + ¥ + z°) = 0 define z como funcién implicita de x e y,
sea z = f(x,y). Determinar las derivadas parciales 9f/dx y of/dy en funcién de las par-
ciales D/F y DJF.

12. Sean f y g dos funciones de una variable real y definamos F(x,y) = f[x + g(y}]. Hallar
las f6rmulas correspondientes a todas las derivadas parciales de F de primero y segundo
orden, expresadas en funcién de las derivadas de f y g Comprobar la relacion

oF F oF o*F

r— — BT e— —

9.9 Maximos, minimos y puntos de ensilladura

Una superficie definida explicitamente por una ecuacién de la forma
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z = f(x, y) puede considerarse como una superficie de nivel del campo escalar F
definido por la ecuacién

F(x,y,z2) =f(x,y) — z.

Si f es diferenciable, el gradiente de ese campo viene dado por el vector

of . of .
vF=Li+ Y &
ax' T oy’

La ecuacion lineal que representa el plano tangente en un punto P, = (x,, V15 Z1)
puede escribirse en la forma

en la que z—z=A(x —x) + B(y ~ y)),

A =D, f(x1,y1) y B = D, f(x1, y1).

Cuando los dos coeficientes A y B son nulos, el punto P, se llama punto esta-
cionario de la superficie y el punto (x,, y:) se llama punto estacionario o critico
de la funcién f. El plano tangente en un punto estacionario es horizontal. Gene-
ralmente los puntos estacionarios de una superficie se clasifican en tres catego-
rias: méaximos, minimos y puntos de ensilladura. Si la superficie se imagina como
un terreno montanoso, esas categorias corresponden, respectivamente, a las cum-
bres, a los fondos de los valles y a los puertos.

Los conceptos de méaximos, minimos y puntos de ensilladura, se pueden in-
troducir para campos escalares cualesquiera definidos en subconjuntos de R*,

DEFINICION. Se dice que un campo escalar | tiene un mdximo absoluto en
un punto a de un conjunto S de R" si

(9.33) f(x) < f(a)

para todo x de S. El niimero f(a) se llama mdximo absoluto de f en S. Se dice
que la funcidn f tiene un mdximo relativo en a si la desigualdad (9.33) se satisfa-
ce para todo x de una cierta n-bola B{a) contenida en S.

Dicho de otro modo, un méximo relativo en a es el maximo absoluto en un
cierto entorno de a. El minimo absoluto y el minimo relativo se definen de modo
parecido, empleando la desigualdad opuesta a la (9.33). Algunas veces se emplean
los adjetivos global y local en lugar de absoluto y relativo respectivamente,

DEFINICION. Un niimero que sea mdximo relativo o minimo relativo de
f se llama extremo de f.
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Si f tiene un extremo en un punto interior @ y es diferenciable en él, todas
las derivadas parciales de primer orden D,f(a),..., D.f(a) deben ser cero. Es
decir, Vf(a) = O (Esto se puede probar ficilmente manteniendo fijo cada com-
ponente y reduciendo ¢l problema al caso uni-dimensional). En el caso n = 2,
esto significa que hay un plano horizontal tangente a la superficie z = f(x, y) en el

Y

z

T 4
o

[

)

I

}

|

|

|

- N "Z —J/ X
S S S

A)z=2—x — b) Curvas de nivel: x* + y* = ¢

Ejemplo 1. Mdximo relativo en el origen.

!
|
|
I
|
|
|
!
e

Y
~<

c)z=x"+)

Ejemplo 2. Minimo relativo en el origen.

FIGURA 9.3 Ejemplos 1 y 2.
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punto (a, f(a)). Por otra parte, es sencillo encontrar ejemplos en los que la anu-
lacién de todas las derivadas parciales en @ no implica necesariamente un extremo
en a. Esto sucede en los llamados puntos de ensilladura que se definen del modo
siguiente.

DEFINICION. Supongamos que | sea diferenciable en a. Si Vf(a) = 0 el
punto a se llama punto estacionario de f. Un punto estacionario se llama de ensi-
lladura si toda n-bola B(a) contiene puntos x tales que f(x) < f(a) y otros para

los que f(x) > f(a).

La definicién es andloga a la del caso uni-dimensional en el que los puntos
estacionarios de una funcién se clasifican en médximos, minimos y puntos de in-
flexion. En los ejemplos que-siguen se consideran varios tipos de puntos estacio-
narios. En cada caso el punto estacionario que se considera es el origen.

EJEMPLO 1. Mdximo relativo. z = f(x,y) = 2 — x* — y*. Esta superficie
es un paraboloide de revolucién. En las proximidades del origen tiene la forma
indicada en la figura 9.3 a).' Sus curvas de nivel son circulos, alguno de los cuales
estd dibujado en la figura 9.3 b). Puesto que fi(x,y) =2 — (x* + y*) <2 =
= f(0, 0) para todo (x,y), resulta que f no tan sélo tiene en (0, 0) un méximo
relativo, sino también un méximo absoluto en todo conjunto que contenga el ori-
gen. Las dos derivadas parciales 9 f/dx y 3 f/dy se anulan en el origen.

EJEMPLO 2. Minimo relativo. z = f(x,y) = x* + y*. Este ejemplo, otro
paraboloide de revolucién, es en esencia el mismo que el ejemplo anterior, salvo
que en el origen hay un minimo en lugar de un maximo. El aspecto de la super-

ficie en las cercanias del origen se aprecia en la figura 9.3 c) y algunas curvas
de nivel estdn dibujadas en la figura 9.3 b).

EJEMPLO 3. Punto de ensilladura. z = f(x,y) = xy. Esta supetficie es un
paraboloide hiperbélico. Cerca del origen es parecida a una silla de montar, COmo
se ve en la figura 9.4 (a). Las dos derivadas parciales 8f/9x y df/dy son nulas
en el origen pero no existe en él ni maximo ni minimo. En efecto, para puntos
(x,y) del primero o tercer cuadrantes, x e y tienen el mismo signo, dandonos
f(x,y) > 0 = f(0, 0), mientras que para puntos del segundo y cuarto cuadrantes
x € y tienen signos opuestos, y es f(x,y) < 0 = £(0,0). Por consiguiente, en todo
entorno del origen hay puntos en los que la funcién es menor que f(0, 0) y puntos
en los que es mayor que f(0, 0), de modo que el origen es un punto de ensilia-
dura. En la figura 9.4 b), se representa también el punto de ensilladura y las

curvas de nivel en las proximidades de (0, 0). Esas son hipérbolas que tienen los
€jes x € y como asintotas.
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a)z = xy b) Curvas de nivel:|xy = ¢

Ficura 9.4 Ejemplo 3. Punto de ensilladura en el origen.

EJEMPLO 4. Punto de ensilladura. z = f(x,y) = x* — 3xy®. Cerca del ori-
gen, esta superficie tiene el aspecto de un puerto de montaia entre tres picos.
Est4 representada en la figura 9.5 a). Algunas curvas de nivel se ven en la figu-
ra 9.5 b). El punto de ensilladura estd en el origen.

/C=0

C\NJ —
c<0 c>0
y

a)z = x*— 3xph 'b) Curvas de nivel:x* — 3 xy* = c.

Ficura 9.5 Ejemplo 4. Punto de ensilladura en el origen.



374 Aplicaciones de cdlculo diferencial

EJEMPLO 5. Minimo relativo. z = f(x,y) = x*y*. Esta superficie se parece
a un valle circundado por cuatro montafias, como sugiere la figura 9.6 a). Existe
un minimo absoluto en el origen, ya que f(x,y) > ( f(0, 0) para todo (x, y). Las
curvas de nivel [representadas én la figura 9.6 b)] son hipérbolas cuyas asintotas
son los ejes x e y. Obsérvese que esas curvas de nivel son parecidas a las del
ejercicio 3. En este caso, no obstante, la funcién toma tGnicamente valores no ne-
gativos a lo largo de todas sus curvas de nivel.

- X
b) ‘Curvas-de nivel: x3)* = ¢
FIGURA 9.6 Ejemplo 5. Minimo relativo en el origen.
z Y
4 1}
Plano tangente en (0.0.1)
=X

by Curvas de nivel: 1 — x* = ¢

FIGURA 9.7 Ejemplo 6. Mdximo relativo en el origen.
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EJEMPLO 6. Mdximo relativo. z = (f(x,y) = 1 — x%. En este caso la su-

perficie es un cilindro con generatrices paralelas al eje y, como muestra la figura
' 9.7 a). Las secciones por planos paralelos al eje x son pardbolas. Es evidente que
existe un méximo absoluto en el origen debido a que f(x, y)=1—x*<1 =/(0, 0)
para todo (x, y). Las curvas de nivel forman una familia de rectas paralelas como
se ve en la figura 9.7 b).

9.10 Foérmula de Taylor de segundo orden para campos escalares

Si un campo escalar diferenciable f tiene un punto estacionario en a, la
naturaleza de éste queda determinada por el signo algebraico de la diferencia

f(x) — f(a) para x préximo a a.Si x = a + y, tenemos la férmula de Taylor de
primer orden

fa+y) —f(a) =Vf(a) -y + |yl E(a,y), donde E(a,y)— 0 cuando y — O
En un punto estacionario, Vf(g) = O y la férmula de Taylor toma la forma

fla+y)—fla) = |y| E(a,y).

Para determinar el signo algebraico de f(a + y) — f(a) necesitamos més infor-
macién relativa al término de correccidn |yl E(a, y). El teorema que sigue nos
dice que si f tiene en a, derivadas parciales de segundo orden continuas, el tér-
mino de correccién o complementario es igual a la forma cuadratica,

2 S buf@s;
i=1 §=1

mas un término de orden menor que |y|% Los coeficientes de la forma cuadra-
tica son las derivadas parciales de segundo orden D;;f = D{D;f), calculadas en a.
La matriz n X n de las derivadas segundas D;;f(x) es la lamada matriz hessiana (*)
y se designa por H(x). Asi pues, tenemos

H(x) = [Diif(x)]zjml

con tal que existan las derivadas. La forma cuadrética puede escribirse mas sen-
cillamente en forma matricial como sigue:

iél ngijf (@)y,y; = yH(a)y",

(*) De Ludwig Otto Hesse (1811-1874), matematico alemdn autor de muchas contri
buciones a la teoria de superficies.
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en donde y = (y,,...,ys) se considera como una matriz fila 1Xn, e y' es su
transpuesta, una matriz columna nX 1. Cuando las derivadas parciales D;f son
continuas tenemos D;;jf = D;;f y la matriz H(a) es simétrica.

La férmula de Taylor que da una aproximacién cuadrética para f(a + y) —
f(a), toma ahora la siguiente forma.

TEOREMA 9.4. FORMULA DE TAYLOR DE SEGUNDO ORDEN PARA CAMPOS ES-

CALARES. Si f es un campo escalar con derivadas parciales segundas Dyf conti-

nuas en una n-bola B(a), entonces para todo y de R tal que a+ y € B(a)
tenemos

(934) f@+y) —f@) = Vf(a) -y + %yH(a + o)y, donde O0<c<l1.

Esto puede escribirse también en la forma
, 1
(9.35) flat+y) —f@=Vf@ y+_ yH@y' + Iy|* Exa, y),

en donde E, (a,y)— 0 cuando y — O,

Demostracién. Mantengamos y fijo y definamos g(u) para u real mediante la
ecuacion

g() =f@+uy) pira —1<u<l.

Entonces f(a + y) — f(a) = g(1) — g(0). Demostraremos el teorema aplicando la
férmula de Taylor de segundo orden a ¢ en el intervalo [0, 1]. Obtenemos

(9.36) ¢(1) — g(0) = 2'(0) + % g’(c), donde O<c<1,

Aqui hemos utilizado para el resto la forma de Lagrange (véase la seccién 7.7 del
Volumen I).

Puesto que g es una funcién compuesta dada por g(u) = f[r(w)], siendo
r(u) = a + uy podemos calcular su derivada mediante la regla de la cadena.
Tenemos r'(u) =y asi que la regla de la cadena nos da

g(u) = Vf[r(w)] - r'(u) = Vi[rw)] -y = 3 D, fIrw)ly,,

i=1
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con tal que r(¥) € B(a). En particular, g'(0) = V #(a) - y . Aplicando una vez més
la regla de la cadena encontramos

i=1j=1

g'w) = 3D, ( ZDjf[r(u)]y,-) yi =3 3 Dy r)yey, = yHIFW'.

Luego g’(c) = yH(a + cy)yt, con lo que la ecuacién (9.36) se transforma en la

(9.34).
Para demostrar (9.35) definamos E,(a, y) por la ecuacién

(9.37) ]2 Ex(a, ) = %y{H(a +o)—H@Y s y#0,

y sea E,(a, O) = 0. Entonces la ecuacién (9.34) toma la forma
1
fla+y) —f@=Vf@ y+ E;yH(a).v‘ + [y1* Ex(a, »).

Para completar la demostracion necesitamos probar que Ey(a,y) — 0 cuando
y— 0.

De (9.37), obtenemos

. 1 n n
Iyl* Exa, )] = 3 ZZ {D,.f(@ + cy) — Dy, f @)}y
1 n n
<22 2 IDuf(@+ &) = Df @1 IyI*.
i=1 j=1

Dividiendo por |y||? obtenemos la desigualdad

1 n n
|Exa, )| <2 D> > 1D,f(@ + 5) — D,if @)

=1 j=1

para y # O. Puesto que cada derivada parcial segunda Dyf es continua en a,
tenemos Dif(a + cy) — D;;f(a) cuando y — O, asi que Ey(a,y)— 0 cuando
y~— 0. Esto completa la demostracion.
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9.11 Determinacién de la naturaleza de un punto estacionario por medio de los
autovalores de la matriz hessiana

En un punto estacionario tenemos Vf(a) = O , asi que la férmula de Taylor
de la ecuacién (9.35) toma la forma

fla +y) — f(a) = {yH(a)y* + |y|* Ex(a, y).

Puesto que ¢l término de correccion [y||2 Ey(a, y) tiende hacia cero més ripida-
mente que |y |2, parece razonable pensar que para y pequeiio el signo algebraico
de f(a + y) — f(a) es el mismo que el de la forma cuadraticayH (a)y*;por lo que
la naturaleza del punto estacionario podrd determinarse mediante el signo alge-
braico de la forma cuadratica. Esta seccién se dedica a demostrar este hecho.

Damos primero una conexién entre el signo algebraico de una forma cuadré-
tica y sus autovalores,

TEOREMA 9.5. Sea A = [a;] una matriz nXn simétrica, y pongamos
n n
Q(y) = ydy* = El Zlaﬁy.-y,--
i=1j=

Tenemos entonces:

a) Q(y) > 0 para todo y s Osiy solo si todos los autovalores de A son
pOSItivos.
b) Q(») < 0 para todo y # O si y sélo si todos los autovalores de A son
negativos.

Observacién. En el caso a), la forma cuadrética se llama definida positiva; en el
caso b) se llama definida negativa.

Demostracion. En virtud del teorema 5.11 existe una matriz ortogonal C
que reduce la forma cuadratica yAy® a forma diagonal. Esto es

n
(9.38) Q(y) = ydy' = 21 Ax
donde x = (x4, ..., x,) es la matriz fila x = YC,¥ Ay, ..., A, son los autovalores

de A. Los autovalores son reales puesto que A es simétrica.

Si todos los autovalores son positivos, la ecuacién (9.38) pone de manifiesto
que Q(y) > 0' siempre que x 3 O. Pero como x = yC, tenemos y = xC-1, por
loque x # O, siysélosi y# 0. En consecuencia Q) > 0 para todo y # O.
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Reciprocamente, si Q(y) >0 para todo y ¢ O podemos elegir y de modo
que x = yC es el k-€simo vector coordenado e, . Para este y, la ecuacién (9.38)
nos da Q(y) = 4;, de modo que cada A; > 0. Esto demuestra la parte a). La de-
mostraciéon de b) es analoga.

El teorema que sigue relaciona la naturaleza de un punto estacionario con
el signo algebraico de la forma cuadritica yH (a)y*.

TEOREMA 9.6. Sea f un campo escalar con derivadas parciales segundas
continuas D;f en una n-bola B(a), y designemos con H(a) la matriz hessiana en
un punto estacionario a. Tenemos entonces:

a) Si todos los autovalores de H(a) son positivos, f tiene un minimo re-

lativo en a.

b) Si todos los autovalores de H(a) son negativos, | tiene un mdximo re-

lativo en a.

c) Si H(a) tiene autovalores positivos y negativos, | tiene un punto de en-

silladura en a.

Demostraciéon. Pongamos Q(y) = yH(a)y*. La férmula de Taylor nos da

(9-39) f(a+y) ~fa) = 3Q0) + y|? Exa, y),

en donde Ex(a, y) > 0 cuando y.— O. Vamos a demostrar que existe un niimero
positivo r tal que, si 0 < |y| < r, el signo algebraico de f(a + y) — f(a) es el
mismo que el de Q(y).

Supongamos primero que todos los autovalores A,, ..., A, de H(a) son posi-
tivos. Sea h el autovalor méis pequefio. Si u < h, los n niimeros

M —u,. .., A —u
son también positivos. Esos niimeros son los autovalores de la matriz real simé-
trica H(a) — ul, siendo I la matriz identidad nX n. Segin el teorema 9.5, la for-
ma cuadréatica y[H(a) — ully' es definida positiva, y por tanto y[H (a) — ul]yt>0
para todo y # O. Por lo tanto
YH(a)y* > y(uly* = u [ y|?

para todo valor real u < k. Tomando u = }h obtenemos la desigualdad

o) > th ||yl

para todo y # O. Puesto que E,(a, y) > O cuando y — O, existe un nimero



380 Aplicaciones de cdlculo diferencial

positivo r tal que [Ey(a, y)| < 14 con tal que 0 < ||y| < r. Para tal y tenemos

0 < [pl? [Ex(a, »)| < 34 I¥I* < 3Q(),

y la férmula de Taylor (9.39) demuestra que

fla+y) —fla) > 1Q() — y]?|Ey(a, y)| > 0.

Por consiguiente f tiene un minimo relativo en a, lo que demuestra la parte a).
Para probar b) podemos utilizar un razonamiento parecido, o aplicando simple-
mente la parte a) a —f.

Para demostrar c), sean A, y A, dos autovalores de H(a) de signos opuestos.
Pongamos % = min {|A,], |A;|}. Entonces para cada valor real u que satisfaga
—h < u < h los nimeros

Al_u y lz"'u

son autovalores de signos opuestos de la matriz H(a) — ul. Por consiguiente, si
u€(—h, h), la forma cuadritica y[H(a) — ul]y* toma valores positivos y ne-
gativos en todo entorno de y = O. Elijamos, como antes, r > 0 de modo que
|Es(a, y)| < }h siempre que 0 < ||y|| < r. Razonando, entonces, como antes ve-
mos que para tal y el signo de f(a + y) — f(a) es el mismo que el de Q(y).
Puesto que paray-> O,se presentan valores positivos y negativos, f tiene ena
un punto de ensilladura. Esto completa la demostracién.

Observacién: Si todos los autovalores de H{a) son cero, el teorema 9.6 no
nos da informacién relativa al punto estacionario. Se pueden dar criterios, para
tratar tales ejemplos, en los que intervienen denvadas de orden superior, pero no
los expondremos aqui.

9.12 Criterio de las derivadas segundas para determinar extremos de funciones
de dos variables

En el caso n = 2 la naturaleza del punto estacionario se puede determinar
también mediante el signo algebraico de la derivada segunda D,,f(a) y del
determinante de la matriz hessiana,

TEOREMA 9.7. Sea a un punto estacionario de un campo escalar f(xy, X,)
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con derivadas parciales segundas continuas en una 2-bola B(a). Designemos con

A= Dl.lf(a): B = D1.2f(a), C= Dz.sf(a),
y sea

A B
A=detH(a)=det[ ]=AC—-B2.
B C

Tenemos entonces:
a) Si A <O, f tiene un punto de ensilladura en a.
b) Si A>0y A >0, f tiene un minimo relativo en a.
c) SiA>0y A <O, f tiene un mdximo relativo en a.
d) Si A = 0,7el criterio no decide nada.

Demostracién. En este caso la ecuacién caracteristica det [Al — H(a)] =0
es cuadritica,

B—A+OA+A=0.
Los autovalores A,, A, estdn ligados a los coeficientes por las ecuaciones
}»1+12=A+C, 21}»2=A.

Si A < 0 los autovalores tienen signos opuestos, asi que f tiene un punto de ensilla-
dura en a, lo que prueba a). Si A > 0, los autovalores tienen el mismo signo. En
este caso AC > B* > 0, asi que A y C tienen el mismo signo. Este signo debe ser
el de A, y A, ya que A + C = A, + A;. Esto demuestra b) y c).

Para demostrar d) nos referiremos a los ejemplos 4 y 5 de la seccion 9.9, En
ambos tenemos A = 0 en el origen. En el ejemplo 4 el origen es un punto de ensilla-
dura, y en el ejemplo 5 es un minimo relativo.

Aun cuando sea aplicable el teorema 9.7 puede ocurrir que no sea éste el ca-
mino mds sencillo para determinar la naturaleza de un punto estacionario. Por
ejemplo, cuando f(x,y) = €/?@¥, en donde g(x,y) = x* + 2 + cos®y — 2cosy,
el criterio es aplicable, pero los calculos son muy largos. En este caso podemos
expresar g(x,y) como una suma de cuadrados escribiendo g(x,y) =1 + x* +
+ (1 — cos y). En seguida vemos que f tiene maximos relativos en los puntos en
los que x* = 0 y (1 — cos y)* = 0. Estos son los puntos (0, 2nw), siendo n un en-
tero cualquiera.

9.13 Ejercicios

En los ejercicios del 1 al 15, identificar y clasificar (si existen) los puntos estacionarios
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de las superficies que tienen las ecuaciones cartesianas que se dan.

17.

18.

19,

20.

21.

z=x2+ (-1 7.z =x% — 3xy% + 3.
z=x%—(y — 12 8 z =x%%6 — x — ).

z =1+ x% — )%, 9. z=x+ ) — 3xy.
z=(x—y+1)73. 10. z =senxcosh y.
z=2x*—xy —3yt —3x + Ty. 11. z = ¥ (8x% — 6xy + 3y%).
z=x—xy+y2—2x +y. 12. z = (5x + Ty — 25)e = evis®)
z=senxsenysen(x +y), O0<Lx<7n,0<y<n.
z-——x—-2y+Iog\/x2+y2+3arctan£, x>0.

.z = (% + yRe-letH

. Sea f(x,y) = 3x* — 4x’y 4+ y*. Demostrar que sobre toda recta de la forma y = mx la

funcién tiene un minimo en (0, 0), pero que no existe minimo relativo en ningdn entorno

bidimensional del origen. Hacer un dibujo indicando el conjunto de puntos (x,y) en los

que f(x,y) > 0 y el conjunto en el que f(x,y) < 0.

Sea f(x,y) =3 —x)3 —»x+y—3)

a) Trazar una figura indicando el conjunto de puntos (x,y) en los que f(x,y) = 0.

b) Hallar todos los puntos (x,y) del plano en los que Dif(x,y) = D:f(x,y) = 0.
[Indicacién. D.f(x,y) contiene (3 — y) como factor.]

¢) (Cudles de los puntos estacionarios son méximos relativos? (Cudles son minimos

relativos? (Cudles ni una cosa ni otra? Razonar las contestaciones.

d) (Tiene f un minimo absoluto 0 un maximo absoluto en todo el plano? Razonar la

contestacién.

Determinar todos los valores extremos absolutos y relativos y los puntos de ensilladura

para la funcién f(x,y) = xy(1 — ¥’ — y) en el cuadrado 0 < x < 1,0 <y <1,

Determinar las constantes @ y b para que la integral

[itax +b - fpax

tome el valor menor posible si a) f(x) = x% b) f(x) = (x* + 1)~

Sea f(x, y) = Ax* + 2Bxy + Cy* + 2Dx +2Ey + Fen donde 4 >0 v B? < AC.
a) Demostrar que existe un punto (x;, yi) en el que f tiene un minimo. [Indtcaczén.
Transformar la parte cuadritica en una suma de cuadrados.]

b) Demostrar que f(x1,)1) = Dx; + Ey, + F en ese minimo.

¢) Demostrar que

A B D
i
, =-—— | B .
SCa, ) AC — B C E

D E F
Método de los minimos cuadrados. Dados n niimeros distintos x, ..., x. y otros n nd-
meros yi,...,¥. (N0 necesariamente distintos), es en general imposible encontrar una

recta f(x) = ax + b que pase por todos los puntos (xi,y;), esto es, tal que f(x;) =y; para
cada i. No obstante, podemos encontrar una funcién lineal con la que el «error cua-
drético total»

E@,b) = 3 [f(x) — yiP

=1
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sea minimo. Determinar los valores de @ y b para que eso ocurra. . _
22. Extender el método de los minimos cuadrados a E. Esto es, hallar una funcién lineal
f(x,y) = ax + by + ¢ que minimice el error cuadrético total

E@,b,d) =3 [f(ri, ) — 2P,

i=1

donde (xi,y:) son n puntos distintos dados y z,...,z, son # ndmeros reales dados.
23. Sean zi,...,2, # puntos distintos en un m-espacio. Si x € R™, definamos

n
fG) =3 [lx — z2.
k=1
n
Demostrar que f tiene un minimo en €l puntoa = - Z Z; (centroide).
k=1
24, Sea a un punto estacionario de un campo escalar f con derivadas parciales segundas en
una n-bola B(@). Demostrar que f tiene un punto de ensilladura en a si por lo menos
dos elementos de la diagonal principal de la matriz hessiana H(a) tienen signos opuestos.
25. Comprobar que el campo escalar f(x,y,z) = x* + y* + z* — 4xyz tiene un punto esta-

cionario en (1,1,1), y determinar la naturaleza de ese punto estacionario calculando los
autovalores de su matriz hessiana.

9.14 Extremos condicionados. Multiplicadores de Lagrange

Iniciamos esta seccién con dos ejemplos de problemas de extremos condi-
cionados.

EJEMPLO 1. Dada una superficie S que no pase.por el origen, determinar los
puntos de S méds préximos al origen.

EJEMPLO 2. Si f(x,y, z) representa la temperatura en (x,y, z), determinar
los valores méximo y minimo de la temperatura en una curva dada C del espacio
de tres dimensiones.

Ambos ejemplos son casos particulares del siguiente problema general: De-
terminar los valores extremos de un campo escalar f(x) cuando x tiene la restric-
cion de pertenecer a un subconjunto dado del dominio de {.

En el ejemplo 1 el campo escalar cuyo mfnimo se desea es la funcién distancia,
f(x,y,2) = (x2 + y? + 2B

el subconjunto restringido es la superficie dada S. En el ejemplo 2 tal subconjunto
es la curva dada C.



384 Aplicaciones de cdlculo diferencial

Con frecuencia los problemas de extremos condicionados son muy dificiles;
no se conoce un método general para resolverlos con toda generalidad. Se utilizan
métodos particulares cuando el subconjunto restringido tiene una estructura sen-
cilla, por ejemplo, si es una superficie como en el ejemplo 1, o una curva como en
el ejemplo 2. Esta seccidén estd dedicada al método de los multiplicadores de La-
grange para resolver tales problemas. Ante todo exponemos el método en su
forma general, y luego damos argumentos geométricos para comentar su aplicacién
a los dos ejemplos antes mencionados.

Método de los multiplicadores de Lagrange. Si un campo escalar f(x,, . . ., x,)
tiene un extremo relativo cuando estd sometido a m condiciones, por ejemplo

(9.40) gl(xls---axn)=0a ey gm(xli""xn)=01
siendo m < n, existen entonces m escalares A,, ..., A, tales que
(9.41) Vi=4 Ve + -+ 4, Vg,

en cada punto extremo.

Para determinar los puntos extremos en la préctica consideramos el sistema
de n + m ecuaciones formado con las m ecuaciones de condicién (9.40) y las n
ecuaciones escalares determinadas por la relacién vectorial (9.41). Se resuelve
el sistema (si ello es posible) respecto a las n 4+ m incégnitas x;,...,x. ¥
Ay o oo, Am. Los punios (x,,..., x,) en los que se presentan los extremos relativos
se encuentran entre las soluciones de aquél sistema.

Los escalares A,,..., A, que se introdujeron para ayudarnos a resolver este
tipo de problema se denominan multiplicadores de Lagrange. Se introduce un
multiplicador por cada condicién. El campo escalar f y las funciones de condicién
g, ..., 8n se suponen diferenciables. EI método es valido si el ndmero de condi-
ciones, m, es menor que el niimero de variables, n, y si no todos los determinantes
jacobianos de las funciones de condicién con respecto a m de las variables
X1, ..., % son nulos para los valores extremos que se consideran. La demostra-
cién de la validez del método es un resultado importante del calculo superior y
no la expondremos aqui. (Véase el capitulo 7 de la obra del autor Andlisis mate-
mdtico, Editorial Reverté, S. A., Barcelona, Buenos Aires, Caracas, México. En lu-
gar de ello daremos unos argumentos geométricos para hacer ver el significado del
método y cémo se aplica en los dos ejemplos que al principio se han citado.

Solucién geométrica del ejemplo 1. Queremos determinar los puntos de una
superficie dada S que estdn mds préximos al origen. Un punto (x, y, z) del espacio
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de tres dimensiones esta a distancia r del origen si y solo si estd en la esfera
x4+ 2 4+ 22 =12,

Esta esfera es una superficie de nivel de la funcién f(x,y,z) = (x* + y* + 2°)*
que hay que minimar. Si empezamos con r = 0 y aumentamos r hasta que la
correspondiente superficie de nivel sea tangente a la superficie dada S, cada punto
de contacto serd un punto de S lo mas préximo al origen.

Para determinar los puntos de contacto suponemos que S estd definida por
la ecuacién cartesiana g(x,y,z) = 0. Si S tiene plano tangente en un punto de
contacto, dicho plano también debe ser tangente a la superficie de nivel tangente
a S en el mismo punto. Por lo tanto el vector gradiente de la superficie
g(x,y,z) = 0 debe ser paralelo al vector gradiente de la superficie de nivel de
contacto f(x, y, z) = r. Por tanto existe una constante A tal que

Vi(x,y,2) = AVg(x, 5, 2)

en cada punto de contacto. Esa es la ecuacién vectorial (9.41) lograda con el
método de Lagrange cuando hay una sola condici6n.

Solucién geométrica del ejemplo 2. Queremos obtener los valores extremos

FiGURA 9.8 Los vectoresVg,, Vg, y Vf estdn  FIGURA 99  El vector gradiente Vf estd en
situados en el mismo plano. un plano normal a C.
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de una funcién que da la temperatura f(x,y,z) sobre una curva dada C.
Si consideramos la curva C como la interseccién de dos superficies,

gl(xays Z)=0 Y g2(x!_y! Z)=03

tenemos un problema de extremos con dos condiciones. Los dos vectores gradien-
tes Vg, v Vg, son normales a esas superficies, luego también lo son a la curva
C de interseccién. (Ver figura 9.8). Seguidamente demostramos que el vector gra-
diente Vf de la funcién temperatura también es normal a C en cada extremo re-
lativo sobre C. Ello implica que V f estd en el mismo plano que Vg, y Vg,; luego
si Vg, y Vg, son independientes podemos expresar V f como combinacién lineal
de Vg, y Vg,, es decir

Vf = Vg, + legz-

Esta es la ecuacién vectorial (9.41) obtenida con el método de Lagrange cuan-
do existen dos condiciones.

Para demostrar que Vf es normal a C en un punto extremo imaginemos
que C esté definida por una funcién vectorial aft), variando ¢ en un intervalo
[a, b]. Sobre la curva C la temperatura se convierte en una funcién de ¢, es decir
@(t) = fla(2)]. Si ¢ tiene un extremo relativo en un punto interior ¢, de[a, b]
tiene que verificarse ¢'(f,) = 0. Por otra parte, la regla de la cadena nos dice que
¢'(t) viene dada por el producto escalar

¢'(1) = Vf[a()] - &’(2).

Este producto es nulo en ¢,, luego Vf es perpendicular a a'(#). Pero a'(t,) es tan-
gente a C, por lo que Vf [a(t,)] estd en el plano normal a C, como muestra la
figura 9.9.

Los dos vectores gradientes Vg, y Vg, son independientes si y s6lo si su
producto vectorial es no nulo. Este producto viene dado por

i j ok
Vg, x Vg, = a_gl 0g: 98 — (g1 » 82) i+ d(g,, gz)j n o(g:, g5) i
ox dy 0z | Ay 2) 3z, x) Ax, )
Jg; 08, 0g,
ox dy 0z

Por consiguiente, la independencia de Vg, y Vg, significa que no todos los de
terminantes jacobianos del segundo miembro son cero. Como ya hemos observado,
¢l método de Lagrange es aplicable siempre que esta condicién se satisfaga.
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Si Vg, y Vg, son dependientes el método puede fallar. Por ejemplo, supon-
gamos que intentamos la aplicacién del método de Lagrange para encontrar los
valores extremos de f(x, y, z) = x* +¥* en la curva de interseccién de las dos
superficies g.(x,y,2z) =0 y &(x,y, z) = 0 siendo gi(x,y,2) =z y g(X,y,2)=
72 — (y — 1)*. Las dos superficies, un plano y un cilindro, se cortan a lo largo .
de la recta C dibujada en la figura 9.10. El problema tiene evidentemente una

FIGURA 9.10 Ejemplo en el que el método de Lagrange no es aplicable.

solucién, debido a que f(x, y, z) representa la distancia del punto (x, y, z) al eje z
y esta distancia es un minimo sobre C cuando el punto es el (0, 1, 0). Sin em-
bargo, en este punto los vectores gradientes son Vg, =k, Vg, = 0, yVf =2j,
y est4 claro que no existen escalares A, y A, que satisfagan la ecuacion (9.41).

9.15 Ejercicios

1. Hallar los valores extremos de z = xy con la condicién x +y = 1.

2. Hallar las distancias méxima y minima desde el origen a la curva 5x* 4 6xy + 5y* = 8.
3. Supongamos que @ y b son nimeros positivos fijos. _
a) Hallar los valores extremos de z = x/a + y/b con la condicién x* + y* = 1.

b) Hallar los valores extremos de z= x* 4+ y* con la condicién x/a + y/b = 1.
En cada caso, interpretar geométricamente e! problema.
4. Hallar los valores extremos de z = cos’x + cos’y con la condicién x — y = w/4.
5. Hallar los valores extremos del campo escalar f(x,y,2) =x — 2y + 2z en la esfera

X+y+2Z=1,
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Hallar los puntos de la superficie z — xy = 1 mds préximos al origen.
Hallar ]la minima distancia desde el punto (1,0) a la pardbola y* = 4x.
Hallar los puntos de la curva de interseccién de las dos superficies

RN

X —xy+yt—zt=1 y x4+t =1

que estdn mas préximos al origen.
9. Si a,b y ¢ son nimeros positivos, hallar el valor miximo de f(x,y,z) = x°y*z° con la
condicién x +y 4+ z = 1.
10. Hallar el volumen minimo limitado por‘los planos x =0, y=0, z=0, y un plano
que sea tangente al elipsoide
x2 2 g2
2 pta=]

en un punto del octante x >0, y> 0, z> 0.

11. Hallar el méximo de log x + logy + 3logz en la porcién de la esfera x* + y* + 22 = 57
en la que x >0, y > 0, z > 0. Aplicar el resultado para demostrar que para ndmeros
reales positivos a, b, ¢ tenemos

a+b+cy
abc® < 27(—-5—) .

12. Dada la seccién cénica Ax* + 2Bxy 4+ Cy* =1, siendo A > 0 y B?* < AC. Represente-
mos con m y M las distancias minima y maxima desde el origen a los puntos de la
conica. Demostrar que

A+ CH+(4-0CP+4p?

M2
2(4AC - B

y hallar una férmula andloga para m?

13. Aplicar el método de los multiplicadores de Lagrange para hallar las distancias méxi-
ma y minima de un punto de la elipse x¥* +4y* =4 a larecta x + y = 4.

14. La seccién de un canal es un trapecio isésceles. Si los lados iguales de ese trapecio
miden ¢ metros, {cudl debe ser el 4ngulo que forman éstos con el fondo (base menor
del trapecio) si queremos que el 4rea de la seccién sea maxima?

9.16 Teorema del valor extremo para campos escalares continuos

El teorema del valor extremo para funciones reales continuas en un intervalo
acotado y cerrado puede extenderse a campos escalares. Consideremos campos
escalares continuos en un intervalo n-dimensional cerrado. Tal intervalo se de-
fine como el producto cartesiano de » intervalos uni-dimensionales cerrados. Si
a=(d,,...,a.) yb =(b,,...,b,) escribimos

(@, 0} = [a1, b1} X -+ X {an, bl = {(x1, ..., x,) [ x1€ 001,84, ..., x, € [a,,b,]}.
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Por ejemplo, cuando n = 2 el producto cartesiano [a, b] es un rectangulo.

La demostracién del teorema del valor extremo es paralela 2 la demostra-
cién dada en el volumen I para el caso unidimensional. Demostramos primero que
la continuidad de f implica la acotacién, luego probamos que f alcanza efectiva-
mente sus valores maximo y minimo en [a, B].

TEOREMA 9.8. TEOREMA DE ACOTACION PARA CAMPOS ESCALARES CONTINUOS.
Si f es un campo escalar continuo en cada punto de un intervalo cerrado [a, b]
de R*, entonces | es acotada en [a, b]. Esto es, existe un nimero C = 0 tal que
|f(®)I< C para todo x de [a, b].

Demostracién. Razonemos por reduccién al absurdo, utilizando el método de
la biseccién sucesiva. La figura 9.11 representa el método para el caso n = 2.

Supongamos que f no esté acotada en [a,d]. Pongamos IV = [a,b] €
IV = [a,, b,), asi que

IV = JO e W
n
Dividamos en dos partes iguales cada intervalo unidimensional I formando
dos subintervalos, la mitad izquierda 7%} y la mitad derecha ;Y. Considere-
mos ahora todos los productos cartesianos posibles de la forma
L .
M ox e x IT

T

2
e

¥ (]
5
I i

2

|

' [

b [0 |

ot |

—— [P —
|

I
" (h _ul
(g I ]
1 '

FiGURA 9.11 Representacién en el plano del méiodo de la biseccidn sucesiva.
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en donde cada j; = 1 6 2. Existen exactamente 2" productos de este tipo. Cada
uno de ellos es un subintervalo n-dimensional de [a, b], y su reunién es igual a
[a, b]. La funcién f no estd acotada en uno por lo menos de esos subintervalos
(si estuviera acotada en cada uno de ellos también estaria en [a, b]). Designemos
por I® uno de ellos que expresamos del modo siguiente

1(2) — 112) X o X 122),

en donde cada /{* es uno de los subintervalos unidimensionales de LY, de
longitud (b, — a,).

Seguidamente hacemos con /® lo mismo que con IV, bisecamos cada com-
ponente unidimensional 7* y llegamos a un intervalo n-dimensional I® en el
que f no estd acotada. Prosiguiendo este proceso, obtenemos un conjunto infinito
de intervalos n-dimensionales

W 1@, tales que J(m+1) < fim)

en cada uno de los cuales f no estd acotada. El intervalo m-&simo I™ puede ex-
presarse en la forma

Jimd — Il('m) X - X 17(1"”.

Como quiera que cada intervalo unidimensional /™ se obtiene mediante m — 1
bisecciones sucesivas de [ax, bi], si escribimos 1™ = [ai™, b™] tenemos

(m) __ bk'—ak

(9.42) bi™ — af o+ Para k=12 n.

Para cada k fija, el extremo superior de todos los extremos izquierdos a{" (m =
1, 2,...) debe ser igual al extremo inferior de todos los extremos derechos bim
(m=1,2,...), y designamos su valor comtin c¢on #;. El punto £ = (t;,...,1%,)
estd contenido en [a, b]. En virtud de la continuidad de f en r existe una n-bola
B(z; r) en la que tenemos

| f(x) ~ f(1)] <1 para todo x de B(t;r) N [a,b).
Esta desigualdad implica

/@) <1+ [£(0)] para todo x de B(t; 1) N |a, b,

con lo que f no estd acotada en el conjunto B(¢; r) N [a, b]. Pero este conjunto
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contiene todo el intervalo I cuando m es lo bastante grande para que cada uno
de los n ntmeros (9.42) sea menor que r/ Vn. Por consiguiente para ese valor de
m la funcién f no estd acotada en 1™, lo que estd en contradiccién con el hecho

de que f estd acotada en I. Con ello se completa la demostracion.

Si f estd acotada en [a, 5], el conjunto de todos los valores f(x) es un con-
junto de ntimeros reales acotado superior e inferiormente. Por consiguiente ese
conjunto tiene un extremo superior y un extremo inferior que designamos con
sup f e inf f, respectivamente. Esto es, escribimos

sup f = sup {f(x) | x € [a, b}, inff = inf {f(x) | x € [a, b]}.

Ahora vamos a demostrar que una funcién continua alcanza los valores inf f y
sup f en [a, B)].

TEOREMA 9.9. TEOREMA DEL VALOR EXTREMO PARA CAMPOS ESCALARES. Si
f es continua en un intervalo cerrado [a, b] de R*, entonces existen puntos ¢ y d
en la, b] tales que

fl@=suwpf 'y  [f(d)=inff.

Demostracién. Basta demostrar que f alcanza su extremo superior en [a, 5].
El resultado para el extremo inferior se deduce como una consecuencia debido
a que el extremo inferior de f es el extremo superior de —f.

Pongamos M = sup f. Supondremos que en [a, b] no existe ningdn x para
el que f(x) = M y obtendremos una contradiccién. Pongamos g(x) = M — f(x).
Para todo x de [a, ] es entonces g(x) > O de modo que la funcién reciproca
1/g es continua en [a, b]. Segin el teorema de acotacién, 1/g estd acotada en
la, ), sea 1/g(x) < C para todo x de [a, ], siendo C > 0. Esto implica que
M — f(x) > 1/C, con lo que f(x) < M — 1/C para todo x de [a, b]. Esto con-
tradice el hecho de que M es la menor cota superior de f en [a, ]. Luego
f(x) = M para un x por lo menos de [a, b].

9.17 Teorema de la continuidad uniforme para campos escalares continuos

Sea f continua en un intervalo cerrado acotado [a, ] en R", y designemos
con M(f) y m(f), respectivamente, los valores maximo y minimo de f en [a, 5].
La diferencia

M(f) —m(f)

se llama oscilacién de f en [a, b). Como en el caso unidimensional tenemos un



